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Algebra und Zahlentheorie. 
Abstrakte Theorie der Ringe, Körper und Verwandtes: 


Hall, Marshall: An isomorphism between linear recurring sequences and algebraie 
rings. Trans. Amer. Math. Soc. 44, 196—218 (1938). 

This paper is concerned with the modular properties of recurring series u, satis- 
u an unce Uns = AyUmrn-ı + AgUnyn-2 + °°* + pm (1) 
where the @’s are rational integers. The author makes use of an isomorphism between 


the set of all sequences satisfying (1) and a ring R(x) of polynomial operators upon 
sequences. This ring is generated by the following three operators on sequences v,, %y: 

(Sum) (vn) + (Wr) == (Un + Wr) 

(Scalar product) £(v,) = (tv,) 

(Enlargement) z(%) = (41). 
A member h(x) (a polynomial) of R(x) is made to correspond to the result A(z)(w,) 
of operating by h(x) upon the so-called unit sequence w, satisfying (1) and defined 
byw=w='-"=w_.3=0,w_ı=1. Properties of the ring R(x) may be inter- 
preted in the light of sequences by this isomorphism. Graphical representations are 
given for the possible periods modulo m of sequences satisfying (1) and also for their 
“numerics”, i.e. the number of non-periodie terms of w, (modm). A sequence is de- 
fined to be p-adically null in case there exists for every j a subscript n, such that w, 
is divisible by p for alln>n, and the author proves that if u, satisfies (1) but no 
similar recurrence of lower order then w, is p-adically null if and only if p divides 
all the a’s in (1). In the final section the author considers the distribution of the 
residues modulo p in the period of w„. Certain sums of so-called distribution numbers 
are evaluated for k>3. These results generalize to sequences of any order k some 


theorems of Ward for k=3 (see this Zbl. 1, 140). Lehmer (Cambridge). 
Albert, A. A.: Non-eyelie algebras with pure maximal subfields. Bull. Amer. Math. 
Soc. 44, 576579: (1938). 


Der Verf. widerlegt seine Vermutung, daß eine normale Divisionsalgebra n-ten 
Grades zyklisch ist, wenn sie ein Element j enthält, dessen Minimalgleichung in Be- 
ziehung auf das Zentrum j* — y = 0 lautet. Ist K der Körper dreier unabhängiger 
Unbestimmten über dem Körper der reellen Zahlen, so gibt es normale Divisions- 
algebren vierten Grades über X, die reine Teilkörper vierten Grades K(j) — =y 
in K — enthalten, aber nicht zyklisch sind. Diese Algebren A haben zudem die Eigen- 
schaft, daß gewisse quadratische Körper L über K zwar A? zerfällen, aber A selbst 
nicht reduzieren, so daß A -L Divisionsalgebra bleibt. Die Algebren sind von dem 
Typus, den der Verf. in einer in dies. Zbl. 3, 151 referierten Arbeit untersucht hat. 

Deuring (Jena). 

Moriya, Mikao: Zur Bewertung der einfachen Algebren. Proc. Imp. Acad. Jap. 
13, 392—395 (1937). 

Ref. hat in seinen Algebren (Erg. Math. 4, 1, 93—95) eine Art von nicht- 
archimedischen Bewertungen aufgestellt, um die Teilbarkeitseigenschaften der Elemente 
einer einfachen Algebra für ein zweiseitiges Ideal einer Maximalordnung dieser Algebra 
zu untersuchen. Verf. zeigt, daß umgekehrt eine Bewertung einer einfachen Algebra A, 
die den loc. cit. aufgestellten Axiomen folgt, und die den Elementen a einer Maximal- 
ordnung o von A Beträge |a| < 1 zuordnet, durch ein zweiseitiges Ideal von o erzeugt 
wird, wenn sie diskret ist und es wenigstens ein a+0 mit |a|+1 gibt. Deuring. 


Zentralblatt für Mathematik. 19. 13 


194 


Cliftord, A. H.: Arithmetie and ideal theory of commutative semigroups. Ann. of 
Math., II.s. 39, 594—610 (1938). nr 

For a ring with divisors of zero, the author seeks all systems of “ideals” giving 
unique decomposition. The ideals are strietly multiplicative, hence are considered 
only in a semigroup $ (an associative, commutative mult. system with an identity). 
If $ has zero divisors, a new definition of v-ideal is essential. If $ had a quotient- 
group, the v-ideal A generated by a,,...,% in 8 would consist of those 
elements a divisible by all common divisors st”! of the a; in the quotient group. If 
.t-1 is absent, the author defines A as the set of all a such that sla;t for all ö 
implies s|at. Fundamental Theorem: If 2’ denotes a semigroup whose elements can 
be uniquely decomposed into irreducibles, and if $ can be embedded in any such 2’ so 
that divisibility is preserved (@|d in 2’ for a, b, in $ implies a|b in 8) and so that each d 
of Zis g. c. d. of a finite subset of 8, then 2 is isomorphie to the set © of v-ideals of 8 
(so that © has unique decomp.). Moreover, © has unique decomp. and the property 
4A>Bimplies A| Bif and only if the chain condition for finite ideals holds and A< B<S 
implies A:B>4A and A=(4:B)- B. Preliminary results include several natural 
conditions that $ itself have unique decomp. Application to rings with identity: 
any two associate irreducibles differ by a unit factor; certain conditions that reduci- 
bility imply decomposability, ete. For the special case of S with no zero divisors, the 
fund. thm. is a result of Arnold [Rec. math. Soc. math. Moscou 86, 401—407 (1929)],. 
and the second theorem quoted, with the condition on A: B replaced by complete 
integral closure of S, is due to Prüfer (this Zbl. 4, 340). A condition that S maybe 
embedded (without preserving divisibility, ete.) in a semigroup 2 with unique decomp. 
is given. The results are refinements of those which the author previously published 
without proofs (this Zbl. 9, 149). MacLane (Cambridge, Mass.). 

Jacobson, N.: Simple Lie algebras over a field of charaeteristie zero. Duke math. J. 


4, 534—551 (1938). 

Verf. stellt zunächst die Ergebnisse über die einfachen Lie-Algebren übersichtlich zusammen, 
welche sich in Arbeiten des Verf. (dies. Zbl. 16, 200; 17, 293; 18, 103) und des Ref. (dies. Zbl. 
11, 245; 13, 289; 18, 291) finden. Ein einfacher Liescher Ring % ist in einen assoziativen 
Ring W einbettbar, wenn man [ab] = ab — ba setzt.. Mit Vorteil benutzt man dann den klein- 
sten assoziativen Ring R mit \DRDXR. Überm algebraisch abgeschlossenen Körper 2 
hat man, abgesehen von den Ausnahmefällen, die Cartanschen Typen A, B, C, D. Über einem 
beliebigen Grundkörper mit der Charakteristik 0 liefert die Ableitung W’ eines einfachen A 
den Typus A,. Für die anderen Typen braucht man ein W mit einem involutorischen Anti- 
automorphismus (i. A.a.) 7’, der bei gegebenem % explizit konstruiert wird. Läßt 7 das Zentrum 
fest (T erster Art), so liefern die 7’-antisymmetrischen Elemente von X Lie-Algebren der Typen 
B,C,D, und zwar bei ungerader Dimension d von X überm Zentrum & den Typus B, sonst 
C oder D, je nachdem die Dimension von 2/2 größer oder kleiner als 4d ist, und dieses wird 


durch T’entschieden, im zum Matrizenring erweiterten Yo kann T mit A— (% n 4’ (% er 


oder mit A— 4A’ äquivalent sein. Läßt 7 das Zentrum nicht fest (7 zweiter Art), so erhält 
man ebenso den Typus A,,. — In allen Fällen werden die Automorphismen der Lie-Algebren 
angegeben, auch wenn der Grundkörper nicht mit dem Zentrum identisch ist. Überm Zentrum 
gibt es außer Transformationen in X nur beim Typus A noch die Möglichkeit, zum invers- 
isomorphen System überzugehen. — Zwei Systeme vom gleichen Typus A;,, B, C oder D sind 
äquivalent, wenn sie auf gleiche X führen und die zugehörigen i. A.a. kogredient sind, wenn es. 
also einen Automorphismus @ von X mit 7, = @T,@-! gibt. Zwei 7, und 7, unterscheiden 
sich nur durch Transformation mit einem T',-hermiteschen oder antihermiteschen Element $ 
aus W. Um die Lie-Algebren zu klassifizieren, muß man daher die multiplikative Äquivalenz 
hermitescher und aritihermitescher Formen 8 über einem Schiefkörper ® mit einem i. A.a. T 
untersuchen. $ läßt sich in ® x M, immer auf Diagonalgestalt bringen, es sei denn, daß ® ein 
Körper und S antisymmetrisch ist (7' erster Art). — Nun.werden die allgemeinen Sätze an- 
gewendet auf den Fall, daß der Grundkörper reell-abgeschlossen ist. Man gewinnt so leicht 
eine Übersicht über die Ergebnisse von Cartan (Ec. norm. sup., II.s. 31, 263). Außerdem 
werden die Automorphismen dieser Systeme angegeben. — Im letzten Abschnitt klassifiziert 
Verf. die Lie-Algebren (A, B, C, D) über einem p-adischen Zahlkörper k,. Da die assoziativen 
Algebren X von Hasse gekennzeichnet sind, braucht man nur zwei inversisomorphe X einem £ 
vom Typus A, zuzuordnen. Ein ® mit einem i. A.a. zweiter Art ist kommutativ, es handelt 
sich also um verallgemeinerte hermitesche Formen über einem Ky/k,, die zum Typus Ay, 
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führen. Ist D® mit einem i. A.a. erster Art ein Körper, so liefert die Äquivalenz quadratischer 
oder 'alternierender Formen die Klassifikation für die Typen B und D oder C. Im anderen 
Falle muß D eine Quaternionenalgebra {1,:,7,k} sein, T(1,:,5,k) = {l, —i,—j,—k}. Da 
die Normenform von ® als quaternäre Form überm Zentrum k, alle Elemente (+0) von k, dar- 
stellt, kommt man bei hermiteschen Formen von der Diagonalgestalt stets auf die Einheits- 
matrix E (Typ C). Interessant sind in diesem Falle dagegen die antihermiteschen Formen 
(Typ D). Da die Normen (+0) eines quadratischen Oberkörpers Kg von %k, nur den Index 2 
in der Gruppe der Zahlen + 0 aus k, haben, sind unäre Formen « äquivalent, wenn ihre Normen 
N(uw) = u-T(u) sich nur um Faktoren aus G,, der Gruppe der Quadrate der Elemente aus 
k,, unterscheiden. Nun zeigt Verf. sehr elegant, daß quaternäre (und höhere) Formen die 
Null (nicht-trivial) darstellen. Stellt eine nichtsinguläre Form 0 dar, so auch jedes antihermi- 
tesche Element « von ®. Daraus folgt dann noch, daß schon ternäre Formen alle v + O0 dar- 
stellen. Setzt man zwei binäre Formen zu einer quaternären zusammen, so zeigt sich, daß 


sie beide ein gemeinsames u + 0 darstellen. Von zwei binären Formen (% 2) mit gleichen 
Diskriminanten N (w,) N(w,) (mod @,) lassen sich also gleiche unäre Formen u abspalten, 
und es verbleiben zwei äquivalente unäre Formen. Hiermit erweisen sich zwei r-äre Formen 
Du x; als äquivalent, wenn sie die gleichen Diskriminanten ITN(u,) (mod @,) besitzen. 
Zum Schluß wird der Wertevorrat dieser Invarianten angegeben und die Existenz dieser 
Lie-Algebren aufgezeigt. Landherr (Rostock). 

Yosida, Kösaku: A characterisation of the adjoint representations of the semi- 
simple Lie-rings. Jap. J. Maih. 14, 169—173 (1938). 

A new proof is given of Cartan’s theorem (Bull. Sci. math. 49, 137) that the 
derivations of a semi-simple Lie algebra are all inner. This is used to obtain Cartan’s 
result that the component of the identity of the group of automorphisms of a semi- 
simple or a compact Lie group coincides with the group of inner automorphisms. 
Other consequences are: If R is a semi-simple subalgebra of $ then the maximal sub- 
algebra R* containing R as an ideal has the form R &) R,. I£ Ris completely reducible 
Lie algebra of matrices then R* = R’(%) R,, R’ the derived algebra of R. Jacobson. 


Zahlentheorie: 


Vandiver, H. S.: On eongruences involving sums of produets of binomial eoeffieients- 
Amer. Math. Monthly 45, 369—371 (1938). 

The author gives the following generalization of a result of Glaisher [Quart. 
J. Math. 30, 361—366 (1899)], and indicates a method of obtaining others. Let 7, 
be a prime; 0o< a <p-1;0<si<p—1;r>i;c>r. Then 


_ufr\(P—-Dh-+e )= er 

rent) )= ern), 
where # is the bin. coeff. when b=a, () =0 when b>a. For arbitrary m and k 
we have (m + k)°((m + k)P-! — 1)’=0 (modpf). Take k?-!=1 (modp’) and ex- 
pand in the form Au, + A,k +: + A,-akP"?. We get p — 1 congruences by re- 
quiring further: k=k,=a (modp) (a=1,2,...p— 1) in turn, whence each 
A=0 (modpf). In each A choose m so that m !—=mi'=1-+gp (modp), 
replace mV" = (1 +gp)', expand and arrange in the form B, + B,(gpP) + -- 
+ B,_2(gp)P? = 0 (modp’). The p — 1 congruences obtained for g = 1, 2,...,p—1, 
in turn, yield the above result. Hull (British Columbia). 


Herzog, Emil: Note zum Wieferichschen Beweis der Darstellbarkeit der ganzen 
Zahlen durch neun Kuben. Acta Arithmet. 3, 86—88 (1938). 

Wieferich’s proof of the “9-cube” theorem depends on the use of fairly extensive 
tables. The author here proves the following result, a particular case of which supplies 
the information for which the tables were required: “If n is an integer = +1 (mod 6) 
and M, is any integer >22®|n|, there is an integer y(O=y=22), such that 
M, — ny? = 6M,, where M, is the sum of 3 integral squares.“ Wright (Aberdeen). 
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h=053=0,1,... 
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© DeLury, D. B.: On the representation of numbers by the indefinite form 
ax? + by? + cz? + di2. (Univ. of Toronto studies, Math. ser. Nr. 5.) Toronto: Univ. 
of Toronto press 1938. 17 pag. 

The author obtains an asymptotic formula for the.number of representations 
of m by the indefinite form ax? + by2 +c22 + dt? under the condition. that 
lala® + |d|y? + je|a® + |d|!?=% where m is any non zero integer and k is large. 
The method follows that of Kloosterman (Acta math. 49, 406ff.) for the correspond- 
ing definite form. If R(m, k) is this number of representations, the author finds that 


R(m, k) > krS(m)|Y|abed| (ı) 
provided the singular series S(m) + 0. It is shown that S(m) >0 in case m is prime 
to abcd. There is a discussion of the 33 cases in which S(m) = 0. In each of these 
cases an elementary argument shows that m cannot be represented by the form in 
question so that (1) holds for all m=++0. The same method is said to be applicable to 
indefinite forms in 5 or more variables and the corresponding formula (1) holds for 
m=0. This yields another proof of the theorem that every indefinite form in 5 
or more variables represents zero. Lehmer (Cambridge). 


Corput, 3. G. van der: Über Summen von Primzahlen und Primzahlquadraten. 
Math. Ann. 116, 1—50 (1938). 

The author considers the represention of integers n in the forms Kp + K'p' +x(«) 
and Kp-+ K’p’ +x(p”) (where the p’s are primes and x a positive integer), and 
in the corresponding forms with Kp + K’p’ replaced by Kp + K,pı + Kara and by 
Kıpi + --- + K,pi. Here the K’s are given non-zero integers and x(z) is » given 
integer-valued polynomial (not identically 0). Two cases are distinguished according 
as the K’s and the coefficient of the highest power of x in x(z) are (I) all of the 
same sign (say positive) or (II) not all of the same sign; and the results take the forms 
(I) “every sufficiently large n is representable”, (II) “any given n has an infinity of 
representations”, subject in each case to appropriate congruence conditions on n. [The 
cases (I) and (Il) correspond, respectively, to the “Goldbach” and the “prime-pair” 
problems.] The problems are generalised in various ways. Thus the p’s and x may be 
restricted to given arithmetical progressions. And in some cases the mutual ratios of 
the summands can be specified approximately, subject to obvious restrictions. The 
proofs are based on the Hardy-Littlewood method with Vinogradoff’s refinements. 

Ingham (Cambridge). 

Davenport, H.: On the produet of three homogeneous linear forms. II. Proc. 
London Math. Soc., II.s. 44, 412431 (1938). 

Es seien L,, L,, L; homogene lineare Formen in den Variablen «, v, w mit der 
Determinante 1. Essei M=min |Z, - Z,- L,|, wenn u, v, w alle ganzen Zahlen +0, 0, 0 
durchlaufen. Mit zahlengeometrischen Überlegungen gelingt es, das abschließende 
Ergebnis M < + zu erreichen. Die Schranke (4) kann nicht mehr verkleinert werden, 
denn es gibt Linearformen, für die M = 4 ist. Diese Linearformen bilden eine Klasse 
von Formen, die mit den folgenden Formen äquivalent sind: L, = 4, (0u + Bv-+ yu), 
L,=4(®u+yv-+6Ou), L=As(yu +0v+ Dw). Dabei ist A,),Ay,%;=+ und 
6,®,y sind die Wurzeln der Gleichung # +1? — 2:—1=0. Über das Haupt- 
ergebnis hinaus wird noch gezeigt: Wenn M > Tin dann it M=4. (Vgl. dies. Zbl. 
18, 295.) : Hofreiter (Wien). 

Petrovitch, Michel: Series tayloriennes fournissant le nombre de nombres premiers 
ne surpassant pas un nombre donn®. Bull. Sci. math., II. s. 62, 140—148 (1938). 

The author considers the follwing power series 


ESS rer 


n=0 h=5 m=-nk= 
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where & ıs an arbitrarily chosen positive integer, and 


Aa 2n Kae E -(k— 1)! 
Ar, an (—1)" + as) Omi" .g2m nl R= en 


Thus, (*) /(x) -2 e-*sin'e, (the latter expression utilizes Ir expansion of sin?*z in 
25 


powers of 2). The arithmetical properties of the integer 2 0» yield at once the be- 
havior of the terms in *, also of the curve y = f(x), and we thus get the main result, 


en the integral part of the sum of the series («x + 1) — /(z) 


remains invariant and precisely equals the number of prime numbers not exceeding «. 
Thus, the said number of prime numbers is given exactly by the sum of a certain 
power series — a special case of what the author calls “Taylorian Series”. J. Shohat. 
Titehmarsh, E. €.: On divisor problems. Quart. J. Math., Oxford Ser. 9, 216—220 
(1938). 
Let A,(x) be the error term in the divisor problem of Piltz, so that 


4) = P;(z) + Ar(e), 


where d; (n)i is the number of solutions of n,)....n2=n in positive integers n,,. .., N%g> 
and P;(x) is the residue of z°C* (ers äts—=l. Er Pr be the lower bound of Bene 1 


such that # 
ar Arly)dy = Ola), 
1 


namely: for > 


and o; the lower bound of nn of o for which 
[ee + it) ?*at = O(T). 


It is proved here (1) that N (k— 1)/k (k=1,2,...), and (2) that (for each k) 
a necessary and sufficient condition that f; = 3(k — 1)/k is that <= 3%(k + 1)/k. 
These results form an interesting complement to the following facts, already known: 
(I) £,=}4 (Hardy), (II) , <1-— 2/k for k>3 (Cramer), (III) the Lindelöf hypo- 
thesis &($ +8) =O(t*) is equivalent to “A, <= %(k— 1)/k for every k”, and also to 
“go,=$ for every k” (Hardy and Littlewood). The conjecture fx = $(k — 1)/k, 
to which (1) and (III) naturally lead, is established for k = 2 and for k= 3, in virtue 
of (2) and the known inequality 0, <1— 1/k(k=2) [or of (1), (I), (II)]. But the 
values of f, fork > 4 and of o, for k > 3 remain unknown. The special result <<, <# 
is proved with the help of a theorem of Davenport (this Zbl. 11, 294—295) in con- 
junction with (3 + st) = O(tt+®). — The proofs are based on formulae connecting 
A,(1/x) and (*(s)/s as Mellin transforms (in particular Parseval’s formula), and on 
convexity theorems for integrals and mean values (see Hardy, Ingham, and Polya, 
Proc. Roy. Soc. A 113, 542—569; or Titehmarsh, this Zbl. 19, 204). Ingham. 


Gruppentheorie. 


@& Carmichael, R. D.: Introduction to the theory of groups of finite order. Boston: 
Gime & Co. 1937. 447 pag. $5.—. 

Osima, Masaru: Beweis eines Satzes in der Darstellungstheorie. Proc. Imp. Acad. 
Jap. 13, 121—124 (1937). 

K sei ein algebraisch abgeschlossener Körper mit der Charakteristik p > 0, 
@ sei eine endliche Gruppe, $ sei ein Normalteiler mit zu p teilerfremdem Index unter ©. 
Dann ist die Anzahl der nichtäquivalenten Darstellungen von ®, die durch die in X 
irreduziblen Darstellungen von $) induziert werden, gleich der Anzahl der in 9 enthaltenen 
Klassen unter & konjugierter Elemente, in denen die Ordnung der Elemente zu p 
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teilerfremd ist. Der Satz und sein Beweis entstehen durch Verallgemeinerung des 
entsprechenden Satzes und Beweises in R. Brauer, Über die Darstellung von Gruppen 
in Galoisschen Feldern. Actualites scientifiques et industrielles 195 (1935). — Ferner 
wird gezeigt, daß die in K irreduziblen Darstellungen von $ vollreduzible Darstellungen 
von & induzieren. Zassenhaus (Hamburg). 

Fitting }, Hans: Beiträge zur Theorie der Gruppen endlieher Ordnung. Jber. 
Deutsch. Math.-Vereinig. 48, 77—141 (1938). 

Die von Hölder und Schreier gegebenen Ansätze zur Konstruktion aller 
endlichen Gruppen, vorausgesetzt, daß die einfachen unter ihnen alle bekannt sind, 
werden weiter ausgebaut. — Auf Grund von Hilfssatz 2: Ist ein Normalteiler und 
seine Faktorgruppe auflösbar, so ist die volle Gruppe auflösbar, wird bewiesen 
Satz 1: In jeder endlichen Gruppe & gibt es genau einen maximal auflösbaren Nor- 
malteiler ©. © ist auflösbar und charakteristisch, und jeder Normalteiler von ©, der 
& als echte Untergruppe enthält, ist nicht mehr auflösbar. Def. 4: Eine Gruppe 
heißt halbeinfach, wenn sie keinen von 1 verschiedenen auflösbaren Normalteiler be- 
sitzt. Bei der endlichen Gruppe des Satzes 1 ist die Faktorgruppe &/6 = 9 halb- 
einfach. Hauptsatz a: Um alle endlichen Gruppen jede genau einmal zu erhalten, 
hat man alle auflösbaren endlichen Gruppen & und alle halbeinfachen endlichen 
Gruppen & aufzusuchen und im Sinne der Schreierschen Theorie alle nicht iso- 
morphen Erweiterungen & von & mit 9 als Faktorgruppe zu konstruieren. Diese 
Konstruktion wird in Teil IV behandelt. Teil II: Halbeinfache Gruppen. Def. 5: 
Eine Gruppe heißt vollreduzibel, wenn sie direktes Produkt endlich vieler einfacher 
Gruppen ist. Sie ist genau dann halbeinfach, wenn jeder direkte Faktor nicht abelsch 
ist. Satz 4: Jede endliche halbeinfache Gruppe 9 besitzt genau einen maximal voll- 
reduziblen Normalteiler &. € ist halbeinfach, charakteristische Untergruppe von 9 
und nur dann 1, wenn 9 gleich 1 ist. $ 8, Hilfssatz 7: Der Zentralisator von € in 9 ist 1. 
Hieraus folgt, daß die halbeinfachen Gruppen, deren maximal vollreduzibler Normalteiler 
isomorph zu & ist, isomorph zu einer Untergruppe H der vollen Automorphismen- 
gruppe A von @ sind, welche die Gruppe I’der inneren Automorphismen von ® enthält. 
Satz 9: Zwei derartige Untergruppen von A sind genau dann isomorph, wenn sie unter 
4A konjugiert sind. Nebenbei wird die Automorphismengruppe von $ als isomorph 
zum Normalisator von H in A erkannt. Stellen wir nun die vollreduzible, halbeinfache 
Gruppe & kanonisch dar als direktes Produkt von n, zu €, isomorphen Gruppen, 
N, zu &, isomorphen Gruppen, ...n;, zu &; isomorphen Gruppen, wobei die €, nicht- 
isomorphe, endliche, einfache, nichtabelsche Gruppen sind, so ist A isomorph zum 
direkten Produkt der Automorphismengruppen der Gruppen %; =&;x&;...x €; (n;mal). 
%ı (entsprechend %;) werde repräsentiert als Menge aller Vektoren mit n, Komponenten 
aus C;, wobei die Multiplikation komponentenweise geschieht. Dann lassen sich die 
Automorphismen von %, mittels einer Permutation o der n, Ziffern 1,2,...n, und 
n, Automorphismen &],%g,...%,, von E, eineindeutig durch die Zuordnung 
(Ü),4g,...,) > (en), las. *- re) beschreiben (Satz 12). Teil III: Auflösbare 
Gruppen. Satz 14: Jede endliche Gruppe & besitzt genau einen maximal nilpotenten 
Normalteiler N (nilpotent = Abbrechen der absteigenden Zentralreihe mit 1). Satz 15: 
N ist das direkte Produkt der Durchschnitte RN; aller 9,-Sylowgruppen. Sei weiterhin & 
auflösbar. Hilfssatz 11: Der Zentralisator des maximalnilpotenten Normalteilers % 
von © besteht nur aus dem Zentrum von N. Also ist &/R isomorph zu einer Unter- 
gruppe Ö der äußeren Automorphismengruppe von N. Der übrige Teil von III ist der 
Konstruktion von & aus N und S im Sinne der Schreierschen Erweiterungstheorie 
gewidmet. Als hinreichende und notwendige Bedingungung für die Ausführbarkeit 
der Konstruktion ergibt sich für 8: 1. S ist auflösbar. 2. 8 ist verkettet mit%, d.h. 
(Def. 11), wenn gesetzt wid: WER XMX x N_ıx Nr N 
ferner N der maximalnilpotente Normalteiler von 8, N; die p-Sylowkomponente 
von N, der in der vollen Automorphismengruppe von N die Gruppe N; entsprechen 
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möge, so induziert ein Element »v; aus N; nur dann einen inneren Automorphismus 
in M,;, falls »; zur Gruppe der inneren Automorphismen von N gehört. 3. Es gibt ein 
zu X und S „passendes“ Faktorsystem. Zassenhaus (Hamburg). 

Ljapin, Eugen: Klassen von quasi-konjugierten Elementen der endlichen Gruppen. 
Rec. math. Moscou, N. s. 3, 389—400 u. deutsch. Zusammenfassung 401—402 (1938) 
[Russisch]. 

Es sei & eine endliche Gruppe, ® eine Automorphismengruppe von &. Ist VES, 
@E® und G@' = V(G), so heißen G und G’ ®-konjugiert. Ist @' =@ für jedes V, so 
heißt G Q-invariant. Ähnlich sind ®-konjugierte und Q-invariante Untergruppen und 
ferner auch Quasi-Hauptreihen =, >&> -:- > &, definiert; dabei ist &; ein 
maximaler ®-invarianter Teiler von ®;:, und &,—= Einheitsgruppe. ® zerfällt in 
Klassen ®-konjugierter Elemente. Die Klassen £,,...,f„ heißen Erzeugende, falls 
jede Klasse als Summand in einer der Summen auftritt, in die die aus den £; gebildeten 
Produkte zerfallen. Man kann m kleiner als die Länge einer gewissen Quasi-Hauptreihe 
von © wählen. Ist k; = Ordnung (Anzahl der Elemente) von £;, v = Ordnung von , 


m 
so gilt: v| // (k,!). Es sei ® die Gruppe aller inneren Automorphismen von ®, ferner 
i=1 m 


(9 = Ordnung von ®, z = Ordnung des Zentrums von ®, dann ist 01: II(k,!). Da in 
i=1 


diesem Fall Quasi-Hauptreihe und Hauptreihe zusammenfallen, so kann hier m kleiner 
als die Länge der Hauptreihen von & gewählt werden. — Ist &, die charakteristische 
Untergruppe von ®, die von den Elementen erzeugt wird, deren Klassen die Ordnung z 
haben, ferner h, = Ordnung von ®,, 2, = Ordnung des Zentrums von &,, so gilt 
h,/2,(z!)”-!. Daraus wird gefolgert: Ist p? die höchste Potenz der Primzahl », die den 
Index des Zentrums von @& teilt, und it 1< x< nn : h 
Untergruppe von &. Ähnliches gilt für die von den sämtlichen Elementen gleicher 
Ordnung erzeugte charakteristische Untergruppe. — Zum Schluß wird die 8-Kommu- 
tatorgruppe (wobei ® ein Normalteiler der Automorphismengruppe von © ist) ein- 
geführt und untersucht. J. Levitzki (Jerusalem). 

Turkin, W. K.: Über konjugierte Elemente in endlichen Gruppen. Rec. math. 
Moscou, N. s. 3, 407—412 u. deutsch. Zusammenfassung 412 (1938) [Russisch]. 

Verallgemeinerung einiger Resultate des Verf. (s. dies. Zbl. 15, 101). Es sei & eine 
endliche Gruppe, AE & und k = Ordnung von A. Ist r|k und z eine natürliche Zahl, 
dann wird mit %’(A, r) die Gruppe aller Elemente X bezeichnet, für die XKAX-1= 4”, 
m: =1(modr) gilt. Es wird NU(A,r) =N(A,r) gesetzt. Öfters wird benutzt: Ist 
r,|r, so ist N(A,r) eine normale Untergruppe von R(A,r,); ist 2,|2, so ist M’(A, r) 
eine normale Untergruppe von NA(A,r). Es gelten die Sätze: Ist Aur|h, Alu, Aulr 
und N(A,r) ENR(A,/r), dann ist N(A,Ar) oNR(A, kur), und die Ordnung der 
Faktorgruppe R(A, Ar)/R(A, Aur) ist ein Teiler von u. — Ist p eine ungerade Prim- 
zahl, h= p*n,r = po, r|h, 1<ß<o, pAn,pX v, undist XE &und XAX -1= 4", 
m=1-+r(modvpft1!), dann ist die Ordnung des Normalisators von Arr®P durch 
p2*-# teilbar. — Ist a die Ordnung des Normalisators von A, a* die Ordnung des Nor- 
malisators der von A erzeugten Gruppe {A}, und ist die natürliche Zahl a*/a zu p(k) 
teilerfremd, so ist A zu keiner von seinen Potenzen konjugiert. J. Levitzki. 

Turkin, W. K.: Über Charaktere der monomialen Gruppen. Rec. math. Moscou, 
N.s. 3, 417—423 u. deutsch. Zusammenfassung 423—424 (1938) [Russisch]. 

Es sei & eine endliche Gruppe, 9 eine Untergruppe, f der Index von 9, und £ 
ein Normalteiler von 9. Durch 9 und $ ist eine monomiale Darstellung /-ten Grades 
von & definiert, wobei die Elemente der Matrizen einer mit $/8 isomorphen Gruppe © 
angehören (vgl. die frühere Arbeit des Verf., dies. Zbl. 12, 249). Für jede Matrix (4) 
ist im Gruppenring von © der Charakter (d.h. die Summe aller Diagonalelemente) 
x(4) definiert. Ist speziell H/f Abelsch und bedeutet (/") die Summe aller Matrizen, 


so ist &, eine eigentliche 
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die einer Klasse konjugierter Elemente von & entsprechen, so gilt x(I') = ins, wo 


i= 
die n; nicht negative ganze Zahlen und die 8, Elemente von © sind. Daraus folgt: 
Ist A € & und die Ordnung A (d. h. Anzahl der Elemente) der Klasse von A mit / teiler- 
fremd, so ist entweder (A) =0, oder & enthält einen echten Normalteiler. Ist 
6-96 +90 +:''+96;, und ist AEG7'HG; für ein gewisses ?, so ist A in 
nicht weniger als f/h solcher Gruppen enthalten. — Ist fm die Ordnung von ©, die Prim- 
zahlpotenz p* die Ordnung von A, und p 4 f; ist weiter keine Potenz A” (p? / x) in der 
Kommutatorgruppe von 9 enthalten, und liegt A in weniger als 2//k der Gruppen 
G7'96,i=1,...,f, so hat © einen echten Normalteiler. J. Levitzki (Jerusalem). 

Turkin, W. K., et P. E. Dubuque: Theor&mes sur les groupes infinis. Rec. math. 
Moscou, N.s. 8, 425—428 u. franz. Zusammenfassung 428—429 (1938) [Russisch]. 

Es sei & eine beliebige Gruppe, $ und % Untergruppen von &, und 9% = 59- 
Ist PE&, so daß & mit der von 9% und P erzeugten Gruppe zusammenfällt, und 
ist die Klasse von P in & endlich, so zerfällt & nach dem Doppelmodul (9, %) in endlich 
viele Komplexe. Ist speziell % die Einheitsgruppe, so folgt, daß 5 von endlichem Index 
unter & ist. Daraus folgt weiter: Wird die Gruppe A von den Elementen endlicher 
Ordnung @,,...,%,...,@, erzeugt und ist die Klasse eines jeden a; in der von den 
Elementen a,,...,a; erzeugten Gruppe endlich, so ist auch die Gruppe X endlich. — 
Es enthalte & eine endliche Klasse konjugierter Elemente, deren Ordnung % endlich 
ist, und es sei k = pıp®...p%* (p,; = Primzahl). Für jedes p; enthält dann © eine 
endliche Klasse, deren Elementezahl durch p; nicht teilbar ist. J. Levitzki. 

Tsehernikow, S.: Übertragung eines Theorems von Frobenius auf unendliche 
Gruppen. Rec. math. Moscou, N.s. 3, 413—416 u. deutsch. Zusammenfassung 416 
(1938) [Russisch]. 

Es wird bewiesen, daß die von Uzkow betrachteten Gruppen (vgl. dies. Zbl. 14, 346) 
endlich sind. Es gilt nämlich der Satz: Wenn in einer Gruppe & jede abnehmende 
Untergruppenkette, jede Klasse konjugierter Elemente und die Ordnung des Zentrums. 
endlich sind, so ist & selbst endlich. Jede dieser drei Forderungen ist, wie durch Bei- 
spiel gezeigt wird, von den übrigen unabhängig. — Als Verallgemeinerung eines Satzes 
von Frobenius auf unendliche Gruppen gilt: Ist $ eine beliebige Menge von Elemen- 
ten endlicher Ordnung der Gruppe ®, und D eine endliche Untergruppe des Normali- 
sators von $}, so ist die Anzahl der Elemente X von &, für die X” E & gilt, unendlich 
oder durch den gr. gem. Teiler von n und der Ordnung von I teilbar. J. Levitzki. 

Sugawara, Masao: On the transformation theory of Siegel’s modular group of the 
n-th. degree. Proc. Imp. Acad. Jap. 13, 335—338 (1937). 

Sei Z die n-dimensionale Einheitsmatrix und / = Be BE a. Dann werden die 


2 n-dimensionalen, ganzen rationalen Matrizen 7’ = (6: D) durch die Gleichung 
TIT = mI oder das Gleichungssystem AC=(0"4,BD=DB,4D- OB=mE 
als Transformationen des Grades m erklärt. 7 heißt primitiv, wenn es eine Modul- 
substitution M gibt, so daß die obere Hälfte von M T durch m teilbar ist. Zwei Trans- 
formationen T,, T, heißen äquivalent, wenn es ein M gibt, so daß 7, = MT,. Verf. 
zeigt neben einigen leicht beweisbaren Eigenschaften der 7, daß sich alle primitiven T 
dutch eins in der Form M,TM,, wo M,, M, Modulsubstitutionen sind, ausdrücken 
lassen, und daß die Zahl der durch den angegebenen Äquivalenzbegriff bestimmten 
Klassen endlich ist. Für die Klassen gibt er ein Repräsentantensystem an. 
B. Schoeneberg (Hamburg). 

Hopkins, Charles: The half-group of eosets belonging to a group. Duke math. J. 
4, 30—38 (1938). 

The author considers the set Z(@) of normal subgroups of a group @ and the 
resulting set Q(G@) of quotient groups. He then constructs an algebraie system I’ 
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whose elements are the co-sets in all the quotient groups in Q(G). The product of 
two elements in & are defined as follows. If H,-x and H,- y are any: two co-sets 
defined by the normal subgroups H, and AH, then 
H,'sOH,' y=H,'2y 

where H, = H,„UuH, is the union of H, and H,. Various properties of &' are derived, 
in particular the condition for the existence of linear relations. — In the case where @ 
is finite the elements of 2’ may serve as basis elements defining a hypercomplex system 
over some coefficient field. Various properties of this system are also derived, the 
main theorem gives a direct decomposition corresponding to the various normal sub- 
groups in @. Oystein Ore (New Haven, Conn.). 


Mengenlehre und reelle Funktionen. 


Burekhardt, Johann Jakob: Zur Neubegründung der Mengenlehre. Jber. Deutsch. 
Math.-Vereinig. 48, 146—165 (1938). 

„Eine weiteren Kreisen verständliche‘ Darstellung der Ideen von Finsler ‚über 
die Grundlegung der Mengenlehre“ [Math. Z. 25, 683 (1926)]. „Wie Finsler gezeigt 
hat, ist der Weg über eine Formalisierung des Denkens nicht gangbar. Der Gedanke, 
die Mengenlehre aus einem formalirierten System von Schlüssen zu erhalten, hat sich 
als eine Illusion erwiesen, denn die Mathematik erfordert stets von neuem inhaltliches 
Denken.“ Dagegen soll die axiomatische Methode anwendbar sein. Neben den Grund- 
begriffen „Menge“ und „Element von...“ (wobei auch ein Element immer eine Menge 
sein muß) wird noch der logische Begriff des „Systems“ gebraucht; es werden drei 
Axiome, deren letzter ein Vollständigkeitsaxiom ist, formuliert, dann einige Sätze 
bewiesen. Es ist charakteristisch für diese Mengenlehre, daß keine isomorphe nicht- 
identische Mengen existieren können. Die seinerzeit von Skolem und Baer besonders 
gegen das Finslersche Vollständigkeitsaxiom gerichteten Einwände werden durch den 
Verf. nicht genügend genau widerlegt; es gibt auch weitere Unklarheiten in der refe- 
rierten Arbeit. A. Lindenbaum (Warszawa). 

Maximoff, I.: Sur les espaces transfinis. Rec. math. Moscou, N. s. 3, 553—556 u. 
franz. Zusammenfassung 557—558 (1938) [Russisch]. 

En gen£ralisant l’espace O-dimensionnel de Baire (oü «=0), l’auteur definit 
V’espace transfini [® d’ordre © comme celui des suites du type 2, de nombres ordinaux 
>1et <Q, et etend & cet espace le mode employ& par N. Lusin pour former dans 
I® les classes X,;-boreliennes K,(X;) 1<&<Q,), les classes d’ensembles X;-mesu- 
rables B(X,;), d’ensembles X,;-analytiques A,(8,) et N;-projectifs A,(X;) et CA,(8;). 
Chacune de ces classes d’ensembles contient des ensembles n’appartenant pas aux 
precedentes. Autres rösultats: Ay(R,) + CAz(R,) C BO(R,), Anzz(Ro) CAP (R}); 
ou BO(X,) et AP(RX,) designent les classes d’ensembles qu’on obtient de B(X,) 


et A„(®,) respectivement en remplagant tout point (21, %,...,2u,...} de 12, 
tel que x, sont finis pour 1<n< 2, par le point (#1, 29, . - -, %n, . . .} de 1% et en 
negligeant tous les autres points de l’espace I%. Braun (Varsovie). 


Alexits, Georg v.: Über die Verteilung der irrationalen Punkte in lokal nicht zu- 
sammenhängenden Kontinua. Compositio Math. 64 153—160 (1938). 

The author shows that if a continuum K is locally connected at no point of an 
open subset U of K, then U contains a closed set A of the second category having 
uncountably many components. Further, if K* denotes the set of all irtational points 
of K and K°® the irrational points of K°, then U — K° is nowhere dense in U. Finally, 
it is shown that if X is a locally homogeneous continuum with K° = K, then K is 
necessarily a simple closed curve. @. T. Whyburn (Virginia). 

Pettis, B. J.: Linear funetionals and eompletely additive set funetions. Duke math. 


J. 4, 552-565 (1938). 
La note est consacree & l’&tude des fonctions additives d’ensemble dans un espace 
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abstrait arbitraire T. Une famille F d’ensembles dans T est additive lorsque la somme 
d’une suite finie ou d&nombrable d’ensembles de F, ainsi que le complementaire d’un 
ensemble appartenant & F, appartienent egalement & F. L’auteur considere deux classes 
de fonctions additives d’ensemble: les fonctions completement additives (c.a.) qui 
satisfont & la condition d’additivite pour chaque suite finie ou infinie d’ensembles (F) 
disjoints, et les fonctions additives et bornees (b. a.) qui satisfont & la condition d’addi- 
vite pour les suites finies d’ensembles (F) disjoints et dont les valeurs sur les ensembles 
de la famille F sont bornees par un nombre fini. Il s’en suit que chaque fonction b. a. 
possede une variation absolue finie. En admettant cette variation comme la norme 
d’une fonction b. a., on peut regarder l’ensemble de fonctions b. a. (par räpport & une 
famille F fixe) comme un espace lineaire. L’auteur d&montre que dans la cas oü F 
contient une infinite d’ensembles disjoints cet espace est non s&parable, les fonctions 
a.c. y formant un ensemble lin&aire, ferm& et non dense. Etant donnees deux familles 
additives F et F’C F, l’auteur prouve que toute fonction b. a. sur F’ peut ötre prolongee 
sur F comme une fonction b. a. avec la möme norme. — Une serie de theor&mes concerne 
les consequences de l’hypoth&se suivante: (M) chaque fonction a. c., definie sur tous 
les sous ensembles de 7 et s’annulant pour tous les ensembles composes d’un seul 
point, est identiguement nulle. [Cette hypothese a &te discutee dans les m&moires: 
Banach et Kuratowski, Fundam. Math. 14, 127—131 (1929), et Ulam, ibid. 16, 
140—150 (1930).] Comme l’auteur le prouve, !’hypothese (M) &quivaut au th&or&me 
d’apres lequel la forme generale d’une fonctionelle lineaire /(y) dans l’espace de toutes 
les fonctions Y, completement additives sur la famille de tous les sous ensembles de 7, 
est donnee par l’egalite f(y) = 1 b(t)dy, oü b(t) est une fonction quelconque, reelle et 
7 


bornee sur T, l’integrale &tant entendue au sens de Radon-Stieltjes. On voit aussi 
que !’hypothese (M) equivaut & la condition que chaque fonction a. c. (sur la totalite de 
sous-ensembles de 7) s’annule identiquement sur le complementaire d’un ensemble 
denombrable, c.-a-d. est une fonction spectrale d’apres la terminologie de l’auteur. — 
Dans le dernier $ du m&moire l’auteur s’occupe des fonctions d’ensemble dont les valeurs 


x 


appartiennent & un espace abstrait. Saks (Warszawa). 

Jurek, BohuS: Sur les nombres derives de fonetions discontinues. Me&m. Soc. Roy. 
Sci. Boh&me 1937, Nr 1, 1—22 (1938). 

The note contains a number of theorems concerning the relations between the 
derivate numbers of arbitrary real functions, the röle of exceptional sets being played 
by those of the first category of Baire. The following results will be mentioned: 1. If 
for a function f(x) we have, at any point & of (a, b), either lim inf fs) > M&)=lim sup f(x) 


or lim inff(2)= f(£) =limsupf(z), or f(&) = F£+), or finally F(&) = f(&—), then 


at each point of (a, b), except at most at those of a set of the first category, the upper 
and lower right-hand derivates of are equal to the upper and lower left-hand derivates, 
respectively (for / continuous this theorem was established by W. H. Young). — 2. If 
a function /(x) is derivable at all points of a set which is everywhere in (a, b) of the 
second category, then at each point of (a, b), except at most at those of a set of the 
first category, f(x) is derivable and its Dini derivates are continuous. Saks. 

Ridder, J.: Das allgemeine Perron-Stieltjessche Integral [(PS)-Integration II]. 
Math. Ann. 116, 76—103 (1938). 

L’auteur definit deux methodes d’integration de Stieltjes par rapport aux 
fonctions &(x) & variation bornde gen£ralisee: ’integrale de Perron-Stieltjes (basde 
sur les notions de fonctions majorantes et minorantes) et celle de Denjoy-Stieltjes. 
L’auteur etudie la relation entre ces deux integrales et &tend sur elles les theor&mes 
fondamentaux de la theorie de Denjoy, tels que le theor&eme sur la derivabilite 
approximative de l’integrale indefinie, le theoreme sur l’integration par parties et 
le second theoreme de la moyenne. Dans le cas & (2) = x les deux integrales envisagdes 
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par l’auteur coincident avec celle de Denjoy (au sens general). — La note se rattache 
au me&moire pr&cedent de M. Ridder [Math. Z. 438, 637—681 (1938); ce Zbl. 18, 249], oü 
Vauteur a defini les m&thodes analogues d’integration par rapport aux fonctions & (x) 
& variation bornee generalisee au sens restreint; dans le cas &(2) = x ces möthodes 
se reduisaient & celle de Denjoy au sens restreint. Saks (Warszawa). 

Froda, Alex.: Sur quelques fonetionnelles attach&es & des fonetions uniformes de 
variables r&elles, mesurables ou non. Integrales extörieure et interieure. Bull. Math. 
Soc. Roum. Sci. 39, 71—85 (1937). 

f(P) is a real, one-valued, bounded function — measurable or not — of a point P 
ranging over a basal, bounded, measurable set & of n-space; (a, b) the interval over 
which the value /(P) ranges. A sequence of partitions s,.(g =1,2,...00) of (a, b), 
each consisting of a finite number of intervals, is normal if the maximum length of 
a partial interval of s, goes to 0 asq— oo. El[f, I'], where J'is a subset of (a, b), stands 
for the set of points P for which f(P) belongs to /', and is termed the supporting set 
corresponding to I". Dan [7,6], DruR [/, 6] designate respectively the sum of the 


exterior, interior meneures of the sehe E[}, ö] for all the partial intervals of the par- 
tition s. Proof of the theorem: For every normal sequence S = {s,} of partitions 
s=s,, the sums ZmBU, ö], mE [f, 6], as the subsceript of s goes to oo, approach 


limits Rlpendens, of 8. These Brite are respectively said to be the exterior, interior 
measure of /(P) on &; and their difference, the degree of non-measurability of fon &. 
I 6. (k=1,2,...p) are the intervals of a pärtititon s of (a,b), Ex = Elf, öj], 
Y(E,,E,,... E,) the exterior measure of contact of the p sets EZ, [Froda, Bull. Math. 
Soc. Roum. Sci. (2) 38, 90; this Zbl. 17, 8], the exterior measure of contact of fon & 
is defined as the least upper bound ofy(Z,,.... E,) for all possible partitions s. Theorem: 
The exterior measure of contact of f{P) on & is attained as the limit of the exterior 
measure of contact of the supporting sets corresponding to the intervals of the partition 
$4, where {2} q=1,2,...00, is normal. The author finally defines the exterior and 
interior integrals of f on the basis of the existence and the uniqueness of the limits of 
certain sums which are analogous to the Darboux sums in the theory of the Riemann 
integral. Blumberg (Columbus). 

Natanson, I.: Quelques th&or&mes non-locaux sur les int£grales singulieres. C. R. 
Acad. Sci. URSS, N.s. 19, 357—360 (1938). 


Let f(2)EL, (a, Draya -/10@ „(t, x) dt, Yin [Os DJdt=1l, a <z<P. 
The following results appear as AN ER ofsom pr u work by various 
aulers including the author himself. (1) fp>1, Jo, (t, x) |dt <K, jo, (t, z)\da<K, 
then [| = ng as n — ©. (2) If there ee a function Y, nd, 2) > |, (t, 2) | 
such that r Y,„(t,z)dt< K while Y,(t, x), as a function of t, increases in (a, x) and 


decreases = (z, b), then f„(2)—> f(x) almost everywhere for every EL, while, for 
p>L, |4(a)| = d(2) where 0(z) € L,, and the result of (1) also holds. 
J. D. Tamarkin (Providence, R. 1.). 


Analysis. 
Allgemeines: 
@ Hardy, 6. H.: A course of pure mathematies. 7. edit. Cambridge: Univ. press 
1938. XII, 498 pag. 12/6. 
The present edition of this outstanding text book is especially enlarged and com- 
pleted, compared with previous editions. The most important changes are made in 
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the two chapters on Derivatives and integrals, and Additional: theorems of the Cal- 
culus. Many new and interesting problems have been added, also some up to date 
critical remarks on foundation difficulties. It is delightful to read how a great analyst: 
is talking to “cannibals” whose mathematical background has, of course, very much 
improved since the first edition (1908). For this improvement Hardy’s book is respon- 
sible to a very considerable extent. @. Szegö (Stanford Univ., Calif.). 

Rosenblatt, Alfred: Über die Theorie der relativen Extrema von Funktionen reeller 
Variablen. Rev. Ci., Lima 39, 121—138 (1937) [Spanisch]. 

For the problem of minimizing f(z,, . - -, 2„) subject to conditions y; (21, --., 2} 
=0,i=1,...,m, the Lagrange multiplier rule is derived. For the caeen = 2,m=1 
a detailed study is made of the conditions on the first and second derivatives necessary 
for a minimum, in particular when the partial derivatives of first order of p(z, 25) 
vanish and the second order terms in its Taylor expansion constitute an indefinite 
quadratic form. McShane (Virginia). 

Cinquini, Silvio: Sopra aleune proprietä dei polinomi approssimativi. Boll. Un. 
Mat. Ital. 17, 84—90 (1938). 5 1 

Let /(a) € L(0, 1) and Pula) = [HOLL - (e - DPrdz, 1, = fa - era. 

ö 


ö 
Let ®(u) be finite, non-negative, and convex in [0,00]. Let D(|/(z) |) € L(0, 1). 
The author proves that under these assumptions the indefinite integrals [ Ö(|P,(a)))dx 
are equi-absolutely continuous. If, in addition, ®(0) =0 and ©(2]|/(z)|) € L(0, 1) 


1 
then also Dl|f(z) — Pa(a))) da>0 as n> oo. This is a generalization of a result 
ö 


by Lorenz (this Zbl. 15, 252) to which it reduces when Du)=wW, p>1. Various 
extensions are indicated. J. D. Tamarkin (Providence, R.].). 
Titehmarsh, E. C.: A convexity theorem. J. London Math. Soc. 13, 196—197 
(1938). 
The author shows how convexity theorems for mean values 


YN 
M (eo, T) = zm/[Ifo + pa: 
-T 


[cf. Hardy, Ingham and Polya, Proc. Roy. Soc. (A) 113, 542—569] can be de- 
duced very simply from the theory of transforms. Reduced to its simplest terms the 
method is this. If /(s) is regular fr a<g<fß (s=0o-+- it) and sufficiently small 
at infinity, then by Cauchy’s theorem 


[to +ü)ertrdi=erp(a), 


where 9(x) is independent of o; whence by Parseval’s theorem 
h 1 f 
fire + 0a: = 2, [er |pte) aa. («<o<ß) 


An application of Hölder’s inequality to the right hand side gives at once the convexity 
theorem If=* < Iß-° I "(«=o=ß) for the integral I, on the left. The extension 
to more general behaviour at infinity, and the passage from integrals to mean values, 
can be made on standard lines by the introduction of a convergence factor involving 
a parameter. The author chooses the factor I'(s)e=i4”-9s (6-0), and obtains 
a proof of the theorem that, if M(c, 7) =0(T4°+B) holds for a = a and for o = ß 
it holds uniformly for «<c= ß, on the hypotheses that & > 0 (no essential Testrio- 
tion, and that /(s) is regular and uniformly O(e!!)n«<o= ß for every fixed & > 0. 
Ingham (Cambridge). 
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Fabian, W.: Generalized fraetional integration and differentiation. Philos. Mag., 
VI. s. 26, 408—410 (1938). 


Zeilen, Tosio: The multiplieation-theorems of the Cauchy series. Proc. Imp. 
Acad. Jap. 14, 96—101 (1938). 

In einer früheren Arbeit des Verf. (s. dies. Zbl. 17, 20) wurden für die gewissen 
linearen Operatoren zugeordneten „Cauchy-Reihen“ Analoga des Parsevalschen Satzes 
der Fourierreihen aufgestellt. Hier werden diese Untersuchungen unter etwas all- 
gemeineren Bedingungen fortgeführt und auf Beziehungen zu verallgemeinerten An- 
sätzen der Interpolationstheorie [s. I.M. Whittaker, Cambr. Tract. 33 (1935)] hin- 
gewiesen. Hellinger (Frankfurt a.M.). 

Störmer, Carl: Remark on a paper „on a trigonometrie series“ hy T. W. Chaundy. 
J. London Math. Soc. 13, 195 (1938). 

It is pointed out here, that the main result in Chaundy’s paper (this Zbl. 17, 302) 
is a direct consequence of a theorem given by the author in 1892. Otto Szdsz. 

Tonelli, Leonida: Su un teorema relativo alle serie di Fourier. Ann. Scuola norm. 
super. Pisa, II.s. 7, 329—331 (1938). 

A proof of Dirichlet-Jordan criterion for convergence of Fourier series of functions 
of bounded variation, which does not use the second mean-value theorem. 

J. D. Tamarkin (Providence, R.1.). 

Salem, Raphael: Sur la convergence des series de Fourier. C. R. Acad. Sci., Paris 
207, 469—471 (1938). 

Soient a,„, b„ les coefficients de Fourier de la fonction fE L? et s„[/] la n-ieme 


somme partielle de la serie de Fourier de /. Si la serie ID) (a2 + 55) w(n) converge, 
n=1 


@(n) etant une fonction croissante de croissance plus lente que log, on peut donner 
une suite croissante d’entiers n;, dependante de w(n) mais ind&pendante de f, et telle 
que les sommes s„,[f] convergent presque partout vers f. La suite {n,} satisfera au 


probleme pos& si, par exemple, 2) A-*®r) < 00, A &tant une constante positive fixe, 
aussi grande qu’on voudra. *=1 A.Zygmund (Wilno). 
Bhatnagar, S. P.: A loeal property of the allied series of a Fourier series. Proc. Lon- 
don Math. Soc., II. s. 44, 315—320 a. 321—322 (1938). 
The author studies the (©, —&) summability (0 < & < 1) of the series conjugate 
to Fourier series. We mention the following results. Let 


f&)- 3a, +2, cosnz + b,sinnz, wl) =IUl@ +1) — fa —t)], 


n=1 


— 1-4 [min ) tg. udu. 


Then (1) if the series (*) Im sinnxz — b„ cosnz), conjugate to the Fourier series of 
=ı 
the function f, is alle (C, — x) to the sun S, then 4,()>S ast—-+0. (2) If 
a, sinnz — b,coonz=o(n*)(<x<I]N), latuv.w = O(t) fort— +0, then the 
6 


series (*).is either summable (0. — x) or not summable A. A necessary and sufficient 
condition for the summability to 8 is that y,()>S as t—0 (cf. Hardy and Little- 
wood, Proc. London Math. Soc. 28, 301i—311, and Bosanquet and Offord, this 
Zbl. 13, 10). A. Zygmund (Wilno). 
Takahashi, Shin-iehi: An applieation of the Fourier transform to almost periodie- 
funetion. Proc. Imp. Acad. Jap. 14, 87—89 (1938). 
Announcement of the following theorem. If in the Fourier series f(t) - I Ane'r! 
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the eye „| have not the point 0 as a limiting point, then the two series 
e. [An |"?A en Az? Ane'"s, (s = 0 + it), are for any non-negative‘p the Dirichlet 


ER of two en in [0, +00) and (— oo, 0] respectively. Bochner (Princeton). 
Takahashi, Shin-ichi: On the convergeney of the Fourier series of an almost 
periodie an Proc. Phys.-Math. Soc. Jap., III.s. 20, 611—617 (1938). 
Soit je =D) A„e'’n® une fonction p.p. de la variable reelle x telle que 


ee Ka +t) + fa —N]dt< +0, (uniformement en x pour 0 >0) 


0 
+% 
= 


im Yeti +f@—Yld=0 (uniform&ment en x pour e> 0) 


alors la convergence de 8,(2) = I) Ane'’"* vers f(x), lorsque 0 > 00, depend unique- 
Mal< 
ment de l’allure de f(x) an elinage du point x. J. Favard (Grenoble). 
Lewitan, B.: Über Fouriersche Reihen einer Klasse fastperiodischer Funktionen. 
Commun. Inst. Sci. Math. et Mecan., Univ. Kharkoff et Soc. Math. Kharkoff, IV. s. 14, 
105—116 u. deutsch. Zusammenfassung 116 (1937) [Russisch]. 
Soit Ha) ZAeirr (An=—An; An>0 si n>0) une fonction presque- 
periodique continue; ’auteur d&montre des propositions telles que les suivantes: 1° si 
A,-ı>An et A1>0: a) en posant 


no Ze) aerıH Zinn 
es |An|<2e |An| >2e 
alors lim 0.(2) = f(x) — valeur moyenne de f(x); 


b) si /(z) possede une integrale p.p. d’ordre &(>0) c’est-ä-dire si la serie: 


TUa 
_ An 7 2 eun AR, eiAnz 
> 1Au|* 


est celle d’une fonction p. p., alors, pour tout e>0, on a: 
borne sup. |f(x) — o.(z2)|< Ne* (N independant de e). 

2° Dans le cas general si f(x) a une integrale p. p. d’ordre & et satisfait & une con- 
dition de Lipschitz d’ordre ß, alors la conjugude de f(x) est aussip.p. J. Favard. 

Lewitan, B.: Über eine Klasse gleichmäßig konvergenter Funktionenfolgen. 
Commun. Inst. Sci. Math. et Mecan., Univ. Kharkoff et Soc. Math. Kharkoff, IV. s. 14, 
117—121 u. deutsch. Zusammenfassung 121 (1937) [Russisch]. 

Soit [9,(2)] une suite de fonctions p. p. continues et [y„(z)] une suite de fonctions 
born&es et continues sur tout l’axe — <2<+00, pour lesquelles: 


im m (x) e!?dx = 0 


alors la convergence uniforme sur Bit l’axe des x de la suite [p, + y,„] entraine la 
convergence uniforme de chacune des deux suites [9,] et [yal- J. Favard. 

Izumi, Shin-ichi, and Tatsuo Kawata: Notes on Fourier series. I.: Riemann sum. 
Proc. Imp. Acad. Tap- Br 385—387 11937). 


Let (2) — ut I cosP c+b.ainvx), fr(2) = 1Irler {{e+? N It is shown 
that if (*) D (a cosr: z De b, sinvz) Ylog v is the Fourier rt of a bounded function, 
then fx(2)> Ir 2), f(u)du for almost every x. The reviewer may add that if (*) is the 


6 
Fourier series of a bounded function. then (x) is continuous. A. Zygmund (Wilno). 
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Kawata, Tatsuo: A theorem concerning the Fourier series of a quadratieally sum- 
mable funetion. Proc. Imp. Acad. Jap. 13, 381—384 (1937). 
Izumi, Shin-ichi, and Tatsuo Kawata: Notes on Fourier series. II.: Convergence 
faetor. Proc. Imp. Acad. Jap. 13, 388—391 (1937). 
In the first paper it is shown that if f(xz)EL2, f(x) 40 +2, (a, cosvyx+b,sinvx), 


then 
Q, c0svyx + b,sinvx * 
‚im, $ % nn 1l+s Ylogv e= = /(e) ( ) 


v=1l 
for almost every x [by the well-known theorem of Kolmogoroff- Plessner-Seli- 
verstoff (see e.g. Zygmund, Trigonometrical series. p. 253) the series in square 
brackets converges for almost every x and every s>0]. This is a generalization of 
a result of Salem (this Zbl. 16, 398 and 17, 10) who assumed that f is bounded. — In 
the second paper the authors show that the result corresponding to (*) holds for 


fEIP,1<p=2, provided that Ylogvin (*) is replaced by (logv)!?. A. Zygmund. 
Izumi, Shin-ichi, and Tatsuo Kawata: Notes on Fourier series. III.: Absolute 
summability. Ant Imp. Acad. Jap. 14, 32—35 (1938). 
A series Su, is said to be absolutely summable A, if the function I ua” i is of 


=o0 =o 
bounded Norton in the interval O<xz<1. Let 


fa)EL, fr)! +I' (a, cosy x + b, sinv x) Sy A,(e). 
v=1 v=0 


It is shown that, if {A,} is a convex and tending to 0 sequence of positive numbers, 
such that 2) A,[v < ©, then for almost every x the series 2) }, A,(x) is absolutely sum- 
mable A. This generalizes a theorem of Prasad (this Zbl, 7, 160) who proved the result 
for the sequences {},} of the form 
= 25» - etc. (6>0) 
(logv)" ” log» » (loglogv A: Zygmund (Wilno). 
Bhatnagar, P. L.: The absolute summability of the conjugate series of the derived 
Fourier Beries.- Bull. Caleutta Math. Soc. 30, 17—26 (1938). 


A series I" a, is said to be absolutely summable A, if the function 2 a„2" is of 


1+5° 
ut 


bounded variation over the interval O=r=<1. It is shown that, if ha integral 


[le +1) + fe) — 2fl@) 
t2 


al dt converges, the series conjugate to the Foürier series of 


0 
the function f is absolutely summable A at the point x. — Generalizations. 
A. Zygmund. (Wilno). 
Cesari, Lamberto: Sulle serie di Fourier delle funzioni lipschitziane di piü variabili. 
Ann. Scuola norm. super. Pisa, II. s. 7, 279-295 (1938). 
Let f(x, y) be periodic (of period 2x) in x and y and satisfy Lipschitz condition 
(Lip«&) of order «,0< x =1 in the interior of the fundamental square 
00<2<2% 0<y<2n] 
Io 2 Ma, - Fa yl<Kle - er + ly - 
e © 
I(z, y) 2 [Ann cosm 2C08n y+ byn5INMCO8N Y+ CmnCosm TEinn y+ dmnsinmzsinny] 
m,n=0 


and /,(z, 2 f.(z, Y), fs(z, y) be the “conjugate” functions of /(z, y), which correspond 


to series where (Gun, Dmns Cmn, Imn) am replaced by (— bun, Amns — Anz Cmn)» 
(Gans — Guns Bas Dan); (mn — mn — Oma: Oman) respectively. In extending known 


results of Privaloff for simple Fourier series the author proves that in every rectangle 
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in the interior of Q with sides parallel to the sides of.Q, the expansions of fi, fa, fs 
converge uniformly and that /,, /, € Lipa, /, € Lip«’ where &’ is any number satis- 
fying 0<a’<o&. These conditions will be satisfied uniformly in the whole plane if 
{€ Lip & in the whole plane. Analogous results are established for the convergence 
of (C, 1,1) transforms 0%) ,of the series for f; @ = 0,1, 2,3; /, = f) with the estimates 
lo, — kl < Cm +" + (mn + 17°], 

and concerning the Lipschitz conditions satisfied by 0%... J. D. Tamarkin. 

Faedo, Sandro: Sulla sommabilitä per linee e per eolonne delle serie doppie di 
Fourier. Ann. Scuola norm. super. Pisa, II.s. 7, 249—278 (1938). 

In 1927 in the Annali di Mat. Tonelli obtained several results on the convergence 
by rows and columns of the double Fourier series of a function F(u, v)E BVT (i.e., 
one of bounded variation in the sense of Tonelli). In place of the variations of the 
function F occurring in the definition of BV T, the present author introduces variations 
of means of F. Let F(u, v) € L on (0,0; z, r) and be even and periodic with period 27 


in each variable. Let (4) = Ia„,„ be the Fourier series of F at the origin; and let 
m,n=0 


U U ® 
Guy —[Fio, Dur au [de [Fi dt, 
0 0 0 


V,®) — [Iautu, v)|, Y,) = [|duH(u, v)|. 
N) 


The following two results are characteristic: I (A) converges by rows to sum $ if (I,) 
it converges in the ordinary sense to sum 8, and (I,) Y,(w) EZ on (0, r). II (A) converges 
by rows t0 sum $ if (I,) holds, and if (II,) ZEL on (0,0; r,r), (II) V,w)ELon 
(0, r), (II,) Vz(r) <o, (I,) vH(-+0,v) coincides for almost all v, and in particular 
forv—=n, with a function ®(v) absolutely continuous on (0, x). If (I,) holds with F 
in place of @, then (I,) holds. Thus the author obtains a result of Tonelli. Some 
of the author’s proofs could perhaps be shortened if one wishes to make use of de la 
Vallee Poussin’s convergence criterion. One has only to note that (a) for n fixed, 


oo 

EB . ” . * . 

>" Am ,n is the Fourier series at the origin of 
m=0 


D,„(u) = 2A,[n [ F(u, v) canvdvl, =4; u =h=-- =]j; 
ö 
(b) if (I,) holds, then 


zT E44 
| Bat du = 2° [vosnv@le, v)av € BV on (0,r); 
ö ö 


and (c) if (II,) and (II,) hold, then 

% 7 
1 2 i 
[© du = 27 [r cosanH (x, r) + n [sinnotoä(, v)]JdavEBV on (0,n). 

0 0 
It might also be noted that the relation in (c) shows that one may delete (II,) from II 
and replace (II,) by vV,(v) € L on (0, x). In this form Theorem II contains Theorem I. 
@Gergen (Durham). 
Ser, J.: Formules et tables pour le caleul num&rique de certaines s&ries divergentes. 

Bull. Sci. math., II. s. 62, 171—182 (1938). 

In previous notes the author pointed out the significance of the function 


In(y) = [ e”?a"(& + y)ride 
ö 


for the summation of divergent series. In the present paper numerical values of 9(l) 
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are given “ 13 places) for n=0,1,...,14, furthermore the values of 9,(y) for 
rn=0(,1,...,6and y = 0,01, 0,02,..., 0,10, 0,15, 0,20,...., 0,5, 0,6,...., 0,50. ap 
values are en at least to 4 places. ) Further values are computed for. a) 
and y=5,6,...,20. Various integrals of the type 


En +1)" "-1dz, este: + 1)" -Idz 
0 0 


‚and of related types, are also tabulated. @. Szegö (Stanford Ur‘'v., Calif.). 

Vignaux, 3. C.: Über die Summationsmethode von Abel-Le Roy und ihre An- 
wendung auf die Fouriersche Reihe. Contrib. estud. ci. fis. mat. 1, 371—379 (1937) 
[Spanisch]. 


> %, &tant une serie, I’A. etudie la sommabilits definie par les formules 


N zn R y 
V;(z, r) = Dir Tns+)’ S(r) a. Vsla,r)da, S()>S(tr>1—0). 
0 Mandelbrojt (Paris). 
Garabedian, H. L., and W. C. Randels: Theorems on Riesz means. Duke math. J. 
4, 529—533 (1938). 
Les moyennes en question 0, se rattachent & une serie divergente DPn & termes 
positifs, p, >0, et sont definies ainsi 


n 
On: Em = ZPn ms 


oü {s„} est une suite donnee. Soit (R, p,) le proc&de de sommation ainsi obtenu. Les 
auteurs demontrent que (R,q,) > (R,p,) si 


n—1l N n 
Pa = Im, P>.Q,=0(P,), a P= > = 
2, 2m — Fett. Qu + 22.Q,=0O(P,), oi 2? Q > 


‚cette condition etant aussi necessaire. De m&me la condition necessaire et suffisante de 
—1 
convergence d’une serie I), sommable (R, pn) est la suivante: Dr sn elp.): 


D’autres proprietes de (R, p,) y sont aussi etudiees. B. Kogbeilinnke (Paris). 


Duraüona y Vedia, Agustin: Die Riesz-Lejasche Summierbarkeit von zweifachen 
Reihen. Contrib. estud. ci. fis. mat. 1, 329—336 (1937) [Spanisch]. 
D)a;, &tant une serie double & termes complexes, on pose 


& ö 
Do) = Da, |ı + +Be) 
ah +ßm<o 
pour >0. La serie est dite sommable R?L{};u,} (avec la somme 8), si L’(w) > 8 
{avec > oo). Cette sommabilit€ contient, comme cas particulier, celle de Leja. La 
puissance de cette sommabilit€ croit avec ö>0. Mandelbrojt (Paris). 
Bradshaw, J. W.: Continued fractions and modified eontinued fractions for certain 
series. Amer. Math. Monthly 45, 352—362 (1938). 
The author seeks to improve the ie of series of the type 


I 1)" (0 + nd) “(7 Den an +2,= (7) me), 


oo 


De+nat=(7 Im 49 = (7) » ‚(@) (>), 


n=0 
where a, d are real, t is a positive integer, and x = 7. The method used is that of 
Glaisher, i.e. we add to the given series term by term another series with a known 
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sum. — For 9,(2) the author subtracts terms by term the series 


gel) _ [gear +) tee 
2i@- 1) a er a ee 
na 

where f(x) and g(x) are polynomials of degree resp. v, r — t (each containing only 
even or only odd powers of x) so chosen that the numerator in the resulting term 
of the new series shall be of the lowest possible degree in n. A detailled study is made 
of 9,(%), 9,(2) (rational approximations, estimate of the error), also of Y,(z), Y(R)- 
The author gets representations of the functions under discussion in form of continued 
fractions (cfr.), or in form of “modified cfr.”, i.e. infinite cfr., where, when breaking 
off at any point, we replace the last partial fraction by a different one. J. Shohat. 


Spezielle Funktionen: . 


Sugawara, Masao: An invariant property of Siegel’s modular function. Proc. Imp. 
Acad. Jap. 14, 1—3 (1938). 
T,= In Ei ‚i=1,2,...,% stelle ein vollständiges Repräsentantensystem der 
Transformationsklassen des Grades m dar. Dann wird durch 7 =IT, |D;|"?” der 
®% 


Heckesche Operator 7,„ auf Modulformen des Grades n und der Dimension — 2r 
übertragen. Für diesen Operator ist die durch Siegel eingeführte Funktion 
,(X) = 3} |PX +Q|?" Eigenfunktion, d.h. es besteht die Gleichung 

(P,Q) 


DI |DI"HLR) = NhlR). 


Diese Gleichung wird durch direktes Ausrechnen bewiesen. Dabei ergibt sich auch 
der genaue Wert für N #0. f,(X) ist unter den Modulformen des Grades n, der 
Stufe 1 und der Dimension —2r als diejenige Eigenfunktion des Operators T ge- 
kennzeichnet, deren konstantes Glied in der Fourierentwicklung nicht verschwindet. 
B. Schoeneberg (Hamburg). 

Sugawara, Masao: On Siegel’s modular function of the higher stufe. Proc. Imp. 
Acad. Jap. 14, 45—48 (1938). 

P,,Qı bilde ein symmetrisches Paar ganzer Matrizen n-ten Grades ohne gemein- 
samen Linksteiler. X sei eine symmetrische Matrix mit positivem Imaginärteil. 
Dann werden als Verallgemeinerung der von E. Hecke eingeführten Eisensteinschen 
Reihen höherer Stufe folgende Funktionen für den Grad n, die Stufe m und die Dimen- 
sion — 2r definiert: f,(X; P,,Q,: m) nn Perg . Hier erstreckt sich die Summe 

A (mod m) 
(P,Q)m 
nur über symmetrische, teilerfremde Matrizenpaare, die mod m nicht assoziiert sind, 


d.h. zwischen zwei Paaren P,Q und P,,Q, dürfen nicht die Relationen P,=UP, 
Q, = UQ mit unimodularem U =-+E (modm) bestehen. Es wird gezeigt, daß sich 


n 2 bis auf den Faktor |OX + DI? 


untereinander permutieren und bei Substitutionen der Hauptkongruenzgruppe 
MW") = -+-E (modm) invariant bleiben. Durch Grenzübergang ergibt sich, daß das 
konstante Glied ö(P,,Q,, m) der Fourierentwicklung den Wert I hat, wenn P,=0, 
Q, = U (modm) bei unimodularem U, und sonst den Wert 0. Sodann werden Paare 
P,Q als rationale Punkte (P,Q) eingeführt. Zwei Paare P,Q und P,,@, sollen den- 
selben Punkt darstellen, wenn P= UP,,Q=UP,, und modm äquivalente Punkte, 
wenn (P,Q) MW =(UP,, UQ,) oder damit gleichwertig, wenn P = UP,2=0% 
(mod m), immer bei unimodularem U. Die Anzahl der mod m nicht äquivalenten Punkte 
werde durch o(m) bezeichnet. Dann ist o(m) die genaue Anzahl der linear-unabhän- 


diese Funktionen bei Modulsubstitutionen M = ( 
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gigen unter den Funktionen /,(X, P,,Q;, m). Von einer beliebigen Modulform 
(n, m, —2r) kann eine eindeutig bestimmte Linearkombination dieser /, subtrahiert 
werden, so daß die Differenz zu den in naheliegender Weise als Spitzenformen de- 
finierten Modulformen gehört. — Die absolute and gleichmäßige Konvergenz der f, 


steht seit Siegel für r >enid fest. B. Schoeneberg. (Hamburg). 


Sugawara, Masao: On the transformation of a thetufunetion by Siegel’s modular 
substitutions. Proc. Imp. Acad. Jap. 13, 396—400 (1937). 


Es seien M = (c p) eine Siegelsche Modulsubstitution, Q eine symmetrische Matrix 


mit positivem Imaginärteil und die Vektoren u,g,h die Variablen bzw. Charakteri- 
stiken einer d-Funktion. Dann gilt für 


Y(u;g,h,Q) = Deriwtn’Qa+n+2Rile+N(urn), 
= 


wo z alle ganzen rationalen Vektoren des R,„ durchläuft, die klassische Formel 
d(u,g,h,Q) = Ke-rivctce+Dyog(y,g,h,Q,) 
mit u=(CQ + D)'v, Q, = (AQ + B) (CQ + D)-! und einem von v unabhängigen K. 
9, h sind lineare, durch M bestimmte Funktionen von g, h. Diese Formel, einschließlich 
der Berechnung von X, wird im Anschluß an die Siegelschen Begriffsbildungen be- 
wiesen. Dadurch werden gegenüber dem klassischen Beweis einige formale Verein- 
fachungen erzielt. B. Schoeneberg (Hamburg). 
Potter, H. S. A.: On diophantine approximation and the generalized elliptie theta 
funetion. Quart. J. Math., Oxford Ser. 3, 161-175 (1938). 
'%ı 
Bildet man aus m Elementen den Spaltenvektor | : )-i und zieht symmetrische 
\r;, 
positiv definite Matrizen (s,;;) = & von m? ganzen Elementen in Betracht, so kann 
aus den quadratischen Formen Y&r —=Q(r) 


als Exponenten die verallgemeinerte Thetareihe 
Drerie@ = f(r) 


gebildet werden; mit r = z + ty stellt diese bekanntlich in 7 eine analytische Funktion 
dar. Ähnlich dem elliptischen Fall m = 1 läßt /(r) nach C.L. Siegel [Ann. of Math. 
36, 527—606 (1935)] auch für gewisse Modultransformationen neue Darstellungen zu. 
Um die volle Modulgruppe ins Spiel bringen zu können, verzichtet Verf. auf die Siegelsche 
Identität und behilft sich mit gewissen Ungleichungen zum Studium des asymptotischen 
Verhaltens von f(£-+iy) für y„>0, wie sie von Hardy und Littlewood [Acta math. 
87, 193—239 (1914)] vorgebildet waren. Ist z.B. x algebraisch und irrational vom 
k-ten Grad, so findet Verf. Größenschätzungen für y—0 wie 
m m 
Id) = olyze 2). Wilhelm Maier (Greifswald). 

Bailey, :W. N.: Some integral formulae involving associated Legendre functions. 
J. London Math. Soc. 13, 167—169 (1938). 

Durch gliedweise Integration findet der Verf. für ganze positive Werte von n 


on _PTm+DTo—m) „| —r,n+l,m+3 ]_ 
f 9 sinh” @ P,” (cosh 9) d09 — ET RE p+m+1 
0 
r p+n—m+l r p—-m-n 
_Tm+3) er r Rp—-m)>n; Rm)>—z. (1) 


© Bet Per, 
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Die hypergeometrische Reihe ‚7, ist summiert worden mittels des Whippleschen Satzes: 
rT(e)T() 


ARRE NER Fe ri®: e\r Du 
wir El el 


2 


füra+b=1;e+j/=2c-+1[s. Bailey, Generalised hypergeometric series. Camb. 
Univ. Press. 3, 4 (1935)]. In analoger Weise kann gezeigt werden: 


oo 


ee) 

ee pT(m +3) 2 2 ; 

Ba N Dee ee) 
D} 2 


; Rm)>—; Rp—m)>n+l. 
Der Verf. skizziert weiter, ohne Konvergenzbetrachtungen, eine Methode von Watson 
zur Erreichung derselben Ergebnisse, wobei aber n nicht notwendig ganz positiv vor- 
ausgesetzt wird. Erst wird gezeigt: 


Ya P; ” (cosh 6) sinh”0 = 


k-+ooi 


p—-n—m p+n+1l—m 
' le 


= — 2" (m + 3) ep9dp 


2% rer 
2 2 2 
k— ooi 
und (1) folgt mittels der Laplaceschen Inversion. S.C.van Veen (Dordrecht). 


Palamä, Giuseppe: Sulla trasformazione di Laplace di aleune notevoli funzioni e 
su aleuni noti sviluppi in serie. Math. Z. 44, 347—353 (1938). 

Using the power series expansion for the Bade: of two Bessel functions J,(2)J,(2) 
the author represents the Laplace transform L,[z* J,(x) J e@)], for some les 
values of u, in terms of a generalized hypergeometric series in 1/s. Various special 
cases arc discussed. Analogous method is used to evaluate Laplace transforms of 


ea], (z Ye), er), (2 Yet). J. D. Tamarkın (Providence, R.1.). 


Shastri, N. A.: Relations between Weber’s parabolie eylinder funetions and the 
k-funetions. Proc. Phys.-Math. Soc. Jap., III. s. 20, 350—354 (1938). 
If 2"-n! D,„(2) = (2n)! h»„(2) sa then 


1 
ehanlg? 2) = 2a. (2) + Shpnl2) + 2 hans EEE en + 
han(e) 2230-7 kan+arı (42) BA, r + 1) 


and a number of definite integrals ee to these expansions are given. Some definite 


integrals of type 
fie — 2)g(2) dz, 
ö 


in which g(z) is a product of functions such as D,, (24 Yz ) WER (2uYz), are expressed 
as finite series of functions of type %ks,(z). H. Bateman (Pasadena). 
Varma, R. S.: A pair of funetions which are Fourier sine-transforms of each other. 
Quart. J. Math., Oxford Ser. 9, 203—205 (1938). 
The object of this paper is to establish the result that ne ee 
Pla) = Dil) Din kin}, pl = (Ir? Fe-irz, (a) 


are Fourier sine-transforms of each other, D,(x) being the parabolic cylinder function, 
and Z„(z) the Laguerre polynomial. W.N. Bailey (Manchester). 
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Poole; E. 6. C.: A transformation of Eulerian hypergeometrie integrals. Quart. 
J. Math., Oxford Ser. 9, 230—233 (1938). 
It is shown in this paper that the Eulerian integrals of the types 


T (c) 


1 
Flarb;c;2) = ur alt — t)e-d-1(1 — at) -°dt, 
ö 


1 
F(a,b;c;2) = rare=a) el — yet — at) dt, 
taken along appropriate contours, are transformable into one another, when 
the ordinary hypergeometric equation has a logarithmie singularity. W.N. Bailey. 
MacRobert, T. M.: Proofs of some formulae for the generalized hypergeometrie 
funetion and certain related funetions. Philos. Mag., VII. s. 26, 82—93 (1938). 
Kummer’s formulae F(a; c;2)=e®F(c— a; c; — 2), F(a; 2a; 22)=e,F, (a +4; 422) 
are proved with the aid of definite integrals valid for restricted values of a and c. 
The formulae are then extended to other values of a and c by the method of analytical 
continuation. — The first formula is then applied to the expression for /„(z) in terms 
of the confluent hypergeometric function. The resulting identity is then inserted in 
a definite integral of Laplacian type involving I„(t) and the evaluation of the two 
integrals by using Se series in t leads to the identity 


rs, s+— = n-+ ze (1+ 2) »F(2s, n; 20; in)? 


where |? +1|>2. This is equivalent to Hobson’s formula for the associated Legendre 
function Q,-1(2). — Formulae of Kummer, Gauss and Whipple are also proved 
with the aid of definite integrals. Whittaker’s refation in the theory of the confluent 
hypergeometric function is obtained as a special case of a property of a function 
E(p,a;g,c;z) which can be expressed as a multiple integral. Finally a new proof 
is given of Macdonald’s relation between Legendre and Bessel functions. H. Bateman. 


Difterentialgleichungen, allgemeine Theorie: 

Zech, Theodor: Über ein Hilfsmittel zur geometrischen Behandlung der Picard- 
iteration. Acta math. 69, 207—228 (1938). 

Die Arbeit stellt einen Teil der Dissertation des Verf. dar. Zur geometrischen Be- 
handlung der Picarditeration bei gewöhnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung 


20 = =glt,2), z(0)=0, g stetig, (1) 


bei der man die Näherungsfunktionen z,(t), 2, (t), - . . 28 &,41 = 9(t, 2,), &n+1(0) = 

berechnet, wird der Begriff des ‚Schattens“ einer stetigen Kurve x(t) in bezug auf die 
vorgelegte Differentialgleichung eingeführt. In dem spezielleren Falle, daß (1) ein- 
deutig lösbar und g(t, x) in x monoton wachsend (in schwächerem Sinne) ist, bedeutet 
der Schatten © den Bereich, den alle von Punkten der Kurve x(t) und von Punkten 
der Strecke 0... x(0) der Ordinatenachse nach rechts hin auslaufenden Lösungen der 
Differentialgleichung erfüllen. Das Wort „Schatten‘‘ wird anschaulich, wenn man die 
Lösungskurven als krummlinige Strahlen einer links gelegenen Lichtquelle ansieht. 
Auch im allgemeinen Falle [ohne Voraussetzung der eindeutigen Lösbarkeit von (1) 
und der Monotonie von g] läßt sich ein Schattenbereich so definieren, daß die Sätze 
gelten: 1. Der Schatten von z(t) enthält z(t) und mindestens eine von (0, 0) ausgehende 
Lösungskurve der Differentialgleichung. 2. Für eine Nichtlösung des Problems fällt 
der Schatten flächenhaft aus, für eine Lösung des Problems aber enthält der Schatten 
nur die Lösungskurve selbst. 3. Die Schatten der Picarditerierten einer Kurve z,(t) 
bilden eine geschachtelte Folge. Es kann sinnvoll eine Näherung besser als eine andere 
genannt werden, wenn ihr Schatten ganz in den der anderen hineinfällt. In diesem Sinne 


214 


kann die Picarditeration jede Näherungskurve nur verbessern (im schwächeren Sinne, 
d.h. Gleich-gut-bleiben eingeschlossen). 1 Collatz (Karlsruhe). ß 
Zaremba, $. K.: Sur un systöme partieulier de deux &quations diff&rentielles ordi- 
naires admettant un point singulier isol&. Ann. Soc. Polon. math. 16, 53—64 (1938). 
Der Verf. konstruiert eine Differentialgleichung dx: X(z, y2) = dy: Y (2,92) 
= dz:Z(z, y,2), die einen singulären Punkt besitzt, der von keiner Charakteristik 
erreicht wird. Im Gegensatz zu einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 18, 123) verschwinden 
hier nicht die Ableitungen jeder Ordnung von X, Y, Zin diesem Punkte. Friedrichs. 
Shin, D.: Existence theorenis for the quasi-differential equation of the n th order. 
C. R. Acad. Sci. URSS, N. s. 18, 515—518 (1938). 
Shin, D.: On the solutions of the self-adjoint equation differential ul! =1u,, (1) 
+0 in Zg(0,). C. R. Acad. Sci. URSS, N. s. 18, 519—522 (1938). 
Shin, D.: On the quasi-differential transformations in Hilbert space. C. R. Acad. 
Sci. URSS, N.s. 18, 523—52€ (1938). 
Es seien Pu,(2), sk; k=0,1,..„nv=0,1,..,n komplexwertige im 
Lebesgueschen Sinne meßbare Funktionen, die zuerst in einem endlichen Intervall (ab) 
betrachtet werden. Verf. führt für eine Funktion u(z) folgende Symbole ein: 


u0 = Po,ou; WO =iP,14 u + P,,0u®, 


ud = iP2,2.-u® SR P;,ıu® “E P,,0u®, (1) 


um GP nu@d + Pau d + ee Pu,ouQ. 


Sind B— und / im Lebesgueschen Sinne quadratisch integrierbar, so wird eine Funk- 
k, 


tion % gesucht, für welche u®(z) = f(x) und u®(c)=(C, k<n— 1. Das Problem 
wird auf ein System von Integralgleichungen zurückgeführt, welches mittels sukzes- 
siver Approximationen gelöst werden kann. Das genannte Problem für (1) bildet eine 
Verallgemeinerung des Cauchyschen Problems der gewöhnlichen Differentialgleichung 
n-ter Ordnung. Dementsprechend kann auch hier der Begriff eines adjungierten bzw. 
selbstadjungierten Systems eingeführt werden. Die Anzahl der unabhängigen Lösungen 
für u) — 0 ist dieselbe wie für die adjungierte Gleichung v{®? = 0. Die allgemeine 
Gestalt der Lösungen von u® = f kann jetzt leicht gewonnen werden. — Handelt 
es sich jetzt um das unendliche Intervall (0, oo), so kann folgendes z. B. bewiesen 


werden: Ist das System {u®} selbstadjungiert, die Funktionen 5 quadratisch inte- 
k,v 


grierbar, so ist die Anzahl p der unabhängigen Lösungen von um) = Iu, J () +0 
gleich 2 oder n — 4 oder n. Dasselbe gilt für die entsprechende Anzahl g des 


Systems v) = lv. Im reellen Falle ist p=q. — Der Operator F: F(f) = f® bzw. 
der „adjungierte“ @:@(g) =g‘” wie auch zwei andere damit zusammenhängende 
Operatoren H und F werden zuletzt als beschränkte bzw. nichtbeschränkte Opera- 
toren im Hilbertschen Raume interpretiert und also vermittels der allgemeinen Theorie 
solcher Funktionaloperatoren untersucht. Schauder (Lwöw). 

Kitagawa, Tosio: On Valiron’s theory of linear differential equation of infinite 
order with constant eoveffieients. Proc. Imp. Acad. Jap. 13, 140—142 (1937). 

Verf. vervollständigt die in seiner Theorie der translatablen Funktionaloperatoren 
(s. dies. Zbl. 17, 20) gegebene Anwendung auf Differentialgleichungen unendlichhoher 
Ordnung mit konstanten Koeffizienten soweit, daß er einen vollständigen Beweis des 
wichtigsten Theorems von G. Valiron [Ann. Ecole norm., III. s. 46 (1929)] über die Ent- 
wicklung der Lösung einer solchen Differentialgleichung in eine Dirichletsche Reihe 


erhält. Hellinger (Frankfurt a. M.). 
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Pipes, Louis A.: An operational treatment of nonlinear dynamical systems. J. 
acoust. Soc. Amer. 10, 29—31 (1938). 

In this paper the theory of the Laplace transformation is applied to the non- 
linear differential equation &+n?z + h2?=acosst +b cosgt(n,h,a,s,b constants) 
where the initial conditions are x=c,&=0att=0. The method used is applicable 
to the differential equatin &+ks +hx +aa2? +2bx&5 + ca? = f(t) where k,h,a, 
b,c are constants. Murnaghan (Baltimore). 

Gagaeff, B.: Sur les fonetions satisfaisant aux &quations du type elliptique. C. R. 
Acad. Sci. URSS, N.s. 18, 395—8397 (1938). 


Sei u u u ou ou 
eine lineare homogene elliptische Differentialgleichung zweiter Ordnung in zwei un- 
abhängigen Veränderlichen mit genügend oft differenzierbaren Koeffizienten. Ge- 
nügend reguläre in einem Gebiete T gegebene Lösungen u„, m=1,2,..., von (l) 
bilden eine normale Familie in folgenden Fällen: I. Die w,, sind alle positiv (negativ), 
II. u, sind nach unten (oben) beschränkt, III. u, lassen einen Wert aus. Schauder. 

Coral, Max: A generalization of a property of harmonie functions. Bull. Amer. 
Math. Soc. 44, 587—592 (1938). 

The author derives the following theorem. Let 

-L(z) = a2,. + 2b2,, + 02,9, +d2,+ez, +2 =0 

be a self-adjoint partial differential equation of elliptic type whose coefficients are 


functions of (2, y) of class C”in a region A. Let v(z, y) be a function of class C”, 
Le) =0inA,v=0inA. Let u(z, y) be of class C’, and such that 


[uway — u(u) da] eliejey — u(v)da] 


for every circle C in A, where 
Al) =a2, +b2,+d2z, u@)=bz,+c2,+e2. 
Then u is of class C’’, and L(u) = 0. — The proof is made by use of a modified form of 
Haar’s fundamental lemma for double integral problems of the calculus of variations. 
Graves (Chicago). 

Halpern, S.: Sur les eonditions pour que le problöme de Cauchy pour un systeme 
d’&quations aux deriv&es partielles du premier ordre soit correetement pose. ©. R. Acad. 
Sei. URSS, N.s. 18, 227—230 (1938). 

The author considers a system of the first order whose array (Riquier, Legons, 
1910, IX) is rectangular. He applies Petrowsky’s result [Math. Sbornik 2 (1937); 
this Zbl. 18, 405] to get an existence theorem, applicable when the functions involved 
admit derivatives of sufficiently high order. The case of analytie functions was treated 
by J. König [Math. Ann. 23, 520-526 (1884)]. In the present paper part of the 
integrability conditions are given the form A,A, = A,A;, where the A’s are matrices. 

J.M. Thomas (Durham). 


Differential- und Integralgieichungen der mathematischen Physik, Potentialtheorie: 


Brelot, M.: Fonetions sous-harmoniques et balayage. I. Bull. Acad. Roy. Belg., 
V.s. 24, 301—312 (1938). 

The theory of the sweeping-out process (m&thode de balayage) can be interpreted 
as a study of the harmonic majorants of subharmonic functions. While this remark 
is fairly obvious, it seems that its implications were not developed as yet in detail. 
The purpose of the author is to present a theory of the sweeping-out process based 
on the above remark, with particular emphasis upon those facts which were clarified 
only recently by Evans, Frostman and the author himself. The resulting pre- 
sentation is of great elegance and conciseness and goes, in many important details, 
considerably beyond mere simplification and unification. Tibor Radöo. 
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La Valle Poussin, Ch. de: Points irröguliers. Dötermination des. masses par les 
potentiels. Bull. Acad. Roy. Belg., V.s. 24, 368—384 (1938). 

The theory of the sweeping-out process was completed recently by various im- 
portant uniqueness theorems which were derived by methods based on the theory 
of subharmonic functions. The purpose of the paper is to develop a different and 
more direct treatment. The main idea is to show that the uniqueness theorems in 
question can be made to depend upon theorems which express that, under certain 
conditions, mass distributions are univocally determined by their potentials. Rado. 

Inouye, Masao: Une consideration sur le problöme de Dirichlet. Proc. Imp. Acad. 
Jap. 13, 352—357 (1937). 

L’auteur &tudie dans le plan la solution generalisee du probleme de Dirichlet 
comme fonctionnelle du domaine, une distribution continue &tant donnee dans tout 
l’espace. Il considere 2, borne de limite 2 borne sous la condition que tout ensemble 
ferm& contenu dans 2 et contenant un point fixe de 2 en son interieur, finisse par 
ötre contenu dans les Q,. Alorsil ya continuite de la fonctionnelle (& cot€ du cas immediat 
ou Q, est contenu dans 2) lorsque 2 et 2, sont d’ordre de connexion born€ ou moyen- 
nant une condition en chaque point-frontiere irregulier pour 2. L’auteur termine 
par un crit£re suffisant de regularite. Brelot (Bordeaux). 

Pogorzelski, Witold: Über die Transformationen einiger iterierten uneigentlichen 
Integrale und ihre Anwendung zur Poineareschen Randwertaufgabe. Math. Z. 44, 
427444 (1938). 

Poincare’s boundary problem, which occurs in the theory of the tides, is to find 
for a domain D a logarithmic potential which on the Boundary C of D satifies an 


equation of type = +?(s) n +g(s)u+f(s)=0. The author shows that in this 


problem use can be make of a transformation of iterated integrals of type 
ı l 
[4s, 0) da [ B(o, r) u(r) dr 
ö ö 


in which the function A(s, o), B(s, 0) may both possess poles of the first order for 

= s or one or both may have a logarithmic singularity. The function u(s) is supposed 
to be holomorphic in a region which contains the interval (0, !). — For real functions. 
N (s, 0), N,(s, o) with simule poles and the period ! in both variables there is a trans- 
formation of type 


L l I 
IN 0) il N,(o, ?) u(r) dr = —n? R(s) R,(s) u(s) + [ F(s, 7) u(e) dr. 
0 


where R, R, are derived from N, N, respectively by limiting processes of type 
R(s) = lim (o — s) N (s, 0) 


and ı 
F(s, 7) = [N(s, 0) N,(o, 7) do 
0 


where the principal value of an integral is to be taken whenever necessary. — The ana- 
lysis cannot be briefly summarised: In the applications an integral equation is obtained 
in which one integral has fixed limits and the other a variable lower limit s. The equation 
is, however, reduced to an integral equation of Fredholm’s type. H. Bateman. 

Steen, 8. W. P.: An introduetion to the theory of operators: III. Complex operators. 
Proc. London Math. Soc., II.s. 44, 398—411 (1938). 

In einer früheren Arbeit (dies Zbl. 14, 162) hat Verf. ein Axiomensystem I an- 
gegeben, das als Deutung das System aller mit einem festen reellen selbstadjungierten 
Operator des Hilbertschen Raumes vertauschbaren reellen selbstadjungierten Opera- 
toren zuläßt. Verf. geht einen Schritt weiter im axiomatischen Aufbau der Spektral- 
theorie. Er gibt ein Axiomensystem für einen teilweise geordneten Modul M an, der 
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in bezug auf zwei Multiplikationen A - Bund A: Beinen Ring bildet. Er ist kommu- 
tativ bezüglich der ersten, nichtkommutativ bezüglich der zweiten Multiplikation. 
Eine zulässige Deutung bilden die n-reihigen Hermiteschen Matrizen mit den Opera- 
tionen A-B=3(AB+ BA), A:B=1/(2i) (AB— BA). Die Gesamtheit aller X 
aus M, für die 4: X = 0 ist für ein festes A, bildet ein System, das den Axiomen I 
genügt. Komplexe Operatoren werden als Paare von Elementen aus M eingeführt. 
Im Beispiel erhält man so alle komplexen n-reihigen Matrizen. Eine der Matrizenmulti- 
plikation entsprechende Operation der komplexen Operatoren wird mittels A: B 
und A: B eingeführt. Ferner wird eine Reihe von Sätzen über unitäre und normale 
Operatoren abgeleitet, die bekannten Sätzen über Operatoren im Hilbertraum ent- 
sprechen. (II. s. dies. Zbl. 18, 69.) @. Köthe (Münster i. W.). 
Kitagawa, Tosio: A formulation of operational caleulus. Proc. Imp. Acad. Jap. 
13, 143—146 (1937). 
Kitagawa, Tosio: A theorem on operational equation. Proc. Imp. Acad. Jap. 13, 
147—151 (1937). 

Kurze Darstellung einiger Begriffsbildungen und Theoreme, die seither in einer 
größeren Arbeit des Verf. (s. dies. Zbl. 19, 68) ausführlich behandelt sind. Hellinger. 

Kitagawa, Tosio: The eomposition of permutable functions and the operational 
ealeulus. Proc. Imp. Acad. Jap. 13, 176—179 (1937). 

Der bekannte Volterrasche Kalkul mit permutablen Kernen und seine Anwen- 
dung zur Lösung gewisser Integralgleichungen wird dem vom Verf. entwickelten all- 
gemeinen ÖOperationskalkul eingeordnet (vgl. die vorstehenden Referate sowie das 
der zusammenfassenden Arbeit, dies. Zbl. 19, 68). Hellinger (Frankfurt a.M.). 

Daymond, S. D., and L. Rosenhead: Note on a special type of planar triode. Quart. 
J. Math., Oxford Ser. 9, 89—96 (1938). 

Mit Hilfe der konformen Abbildung wird ein unendliches Gitter von parallelen 
schmalen Streifen in den unendlichfach überdeckten Einheitskreis übergeführt. Das 
Feld außerhalb der Streifen, die einen beliebigen Winkel & mit der x-Achse bilden 
mögen, auf der sie im Abstande d aufgereiht liegen, geht dabei über in das Feld außer- 
halb des Einheitskreises. Das komplexe Potential wird bestimmt durch 4 parallele 
Quellinien, welche den Einheitskreis zu einer Äquipotentialoberfläche machen. Es wird 
gezeigt, daß die 2 Quellinien außerhalb des Einheitskreises in leicht periodisch ge- 
schwungene Linien parallel zur z-Achse übergehen und daher verwendet werden können, 
um Kathode und Anode einer ebenen Elektronenröhre angenähert darzustellen. Mit 
Hilfe des komplexen Potentials und eines übergelagerten homogenen Feldes werden 
dann Feldverteilung und Verstärkungsgrad angenähert berechnet. In sehr grober An- 
näherung (wenn die Gitterstreifen sehr schmal sind im Vergleich zu allen anderen 
Abmessungen) wird der Verstärkungsgrad unabhängig vom Winkel & gefunden. 

Ernst Weber (New York). 

Sen, D.N., and R. Kumar: Motion of a vibrating string loaded at several points. 
Bull. Calcutta Math. Soc. 30, 1—4 (1938). 

Eine an ihren Enden eingespannte Saite werde in n äquidistanten Punkten 
Pen is dem gleichen Gewichte M belastet. Ausgehend von dem Ansatze 


v=(A, cos? +B, sin?) cos(pt-+a) für jeden der durch die P,,..., P„ be- 


stimmten Teile der Saite werden die Frequenzen der Schwingungen einer solchen 
Saite ermittelt und ihre Abhängigkeit von der Belastung untersucht. Insbesondere 
ergibt sich, daß die Frequenzen, bis auf gewisse Ausnahmen, durch die Belastung 
verkleinert werden. Haupt (Erlangen). 
Vernotte, Pierre: Propriet&s de la solution de Fourier dans les syst&mes complexes; 
application au partage d’un flux entre corps au contact. ©. R. Acad. Sci., Paris 206, 


1286—1288 (1938). 
Durch Anwendung der Fourierschen Methode auf die Wärmeleitung in einem 
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System von einander berührenden Körpern läßt sich das folgende Resultat ableiten: 
Wenn von der Grenzfläche zweier Medien ein Wärmefluß ausgeht, dann verteilt er 


sich im ersten Augenblick auf die beiden Medien im Verhältnis Vkce, worin k die Wärme- 
leitfähigkeit und co die spezifische Wärme pro Volumeneinheit bedeutet. Fürth. 

Serman, D. 3.: Sur la distribution des nombres earaeteristiques d’&quations int&grales 
du problöme plan de la theorie d’elastieite. Publ. Inst. Seismol. Acad: Sci. URSS Nr 82, 
1—24 (1938) [Russisch]. 

It is known that the plane problem of the theory of elasticity can be reduced to 
a Fredholm integral equation (Muskhelishvili, Some fundamental problems of 
mathematical theory of elasticity. Second ed. Leningrad 1935.). The author shows 
that, in the case of a finite simply connected domain, the characteristic values of this 
equation must be real and exceed 1 in absolute value. It is shown that this result 
can by extended to the case of an infinite domain. J.D. Tamarkin (Providence). 

Bucerius, H.: Integralgleiehungstheorie des Sternaufbaus. II. Die numerische 
Lösungsmethode. Astron. Nachr. 266, 49—62 (1938). 

Die in der ersten Mitteilung (vgl. dies. Zbl. 18, 363) gegebene Lösungsmethode 
wird für den Polytropenindex n = 2 und n = 3 numerisch durchgeführt; dabei wird 
die Analogie zur Kelloggschen Methode der sukzessiven Approximation der Eigen- 
funktionen einer linearen homogenen Integralgleichung erörtert. Für den astronomisch 
wichtigen Fall des nichtganzzahligen Polytropenindex n = $ ist die Theorie eben- 
falls anwendbar und führt zu einer einfachen analytischen Näherungslösung. Hölder. 


Variationsrechnung: 

MeShane, E. J.: Recent developments in the ealeulus of variations. Amer. Math. 
Soc., Semicent. Publ. 2, 69—97 (1938). 

Der Zweck dieses Vortrages ist, einen kurzen Bericht über die Entwicklung der 
Variationsrechnung in den letzten 25 Jahren zu liefern, mit der Beschränkung auf 
eindimensionale Gebilde. — Der Verf. beginnt mit einer Aufzählung der verschiedenen 
Probleme der Variationsrechnung und der Bedingungen erster Ordnung. Der zweite 
Absatz wird der Besprechung der zweiten Variation und der modernen diesbezüglichen 
Forschungen gewidmet. Der normale und anomale Fall in der Variationsrechnung 
bildet den Inhalt des dritten Absatzes. Der folgende Absatz 4 beschäftigt sich mit 
dem absoluten Extremum und den’ Existenzsätzen. Hier geht der Verf. bis auf die 
Entstehung der Frage im 19. Jahrhundert zurück und führt die Geschichte bis zu den 
letzten Ergebnissen weiter. Im Absatz 5 wird das Problem über kritische Punkte 
der Funktionen im Zusammenhange mit topologischen Eigenschaften der Mannig- 
faltigkeiten auf Grund des heuristischen Beweises des Morseschen Satzes ausführlich 
besprochen. Die Anwendungen und Verallgemeinerungen auf eigentliche Probleme 
der Variationsrechnung folgen. Im letzten Absatz ist die Rede von der Einbettung der 
Variationsprobleme in allgemeinere Gebiete der Analysis. Der Verf. hofft, daß man 
auf diesem Wege in den nächsten Jahren zu neuen Ergebnissen in der Variations- 
rechnung gelangen wird. Kerner (Warszawa). 

Morse, Marston: Functional topology and abstract variational theory. Proc. Nat. 
Acad. Sci. U. 8. A. 24, 326—330 (1938). 

The paper represents a summary of results contained in a fascicule by the author 
which will appear in the series ‘“M&morial des sciences mathematiques”. It covers 
the same ground as the author’s paper of the same title in Ann. of Math. 38, 386—449, 
this Zbl. 17,172. A detailed review may be put off till the appearance of that fascicule. 

Fritz John (Lexington). 

Douglas, Jesse: Remarks on Riemann’s doetoral dissertation. Proc. Nat. Acad. 
Sci. U.8. A. 24, 297—302 (1938). 

Verf. gibt eine ausführliche Analyse des Variationsproblems, auf das Riemann 
in seiner Inauguraldissertation die Bestimmung der Greenschen Funktion eines ein- 
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fach zusammenhängenden von einer geschlossenen Kurve /' begrenzten Gebietes R 
stützt. Er zeigt, dad Riemanns Problem wesentlich verschieden ist von einem formal 
ähnlich aussehenden Variationsproblem, das sich durch eine leichte Umformung aus 
dem Variationsproblem ergibt, das Verf. seiner Lösung des Problems von Plateau 
zugrunde gelegt hatte. Bessel-Hagen (Bonn). 
Young, L. C.: Generalized eurves and the existence of an attajned absolute mini- 
r:usı in the ealeulus of variations. C. R. Soc. Sci. Varsovie 30, 212—234 (1937). 
The paper is concerned with variation problems stated for abstract spaces. In order 
to explain the main idea of the paper (as the reviewer sees it) we shall restrict ourselves to 
the simplest possible case. Denote by k the class of all functions x(t), absolutely con- 
tinuous inO<t=<l, such that x(0) = z,, z(1) = 2,, |r’(t)|< R almost everywhere 
in0<t<<1, where x,, &,, R are fixed constants. Denote by K the class of all func- 
tions ®(u, y) which are continuous for O<u=l, |y|< R. By a linear average we 
shall mean any functional A(®,t) which is defined (for almost every value of tin 
0=<t=s1) for every function D(u, y) of the class K and satisfies the following condi- 
tions. (1) For almost everytin O<t=1, A(9, t) is a linear operation in the class K. 
(2) For fixed ®, A(D, t) is summablein0O<t<1. (3) A(l,t) =1. (4) If for a certain 
v0 <v,<1, we have Dw,,y)=0 for |y|<R, then A(®,v,)>0. Let z(t) be 
a function of the class k, and let A(®, t) be a linear average such that z’(t) = A(y, t) 
almost everywhere in 0<t=1 [here A(y, t) means A(, t) for the particular function 
®=y]. Then z(t) together with the linear average A(®, t) constitutes a generalized 
curve, attached to z(t). We shall write C = [x(t), A(B, t)] to refer to such a generalized 
curve. Thus every z(t) in k gives rise to a whole class of generalized curves. — Let 
F(z, y) be a continuous function of z, y, homogeneous in y. If C =[xt{t), A(9, t)] 


1 
is a generalized curve, we put /,(C) = f A(F(z(u), y), t) dt. For the particular linear 
R 
average A(D(u, y),t) = D(t, 2’(t)) this integral reduces to the ordinary variational 
1 
integral /[z(t)] = [ F(z(t), x’(t)) dt. The main conclusion of the paper states that the 
6 


set of values /,(C), for all the generalized curves attached to all the functions of k, 
is a closed set. Tibor Radö (Columbus). 
Frink, Aline H., and Orrin Frink: Polygonal variations. Bull. Amer. Math. Soc. 
44, 539—547 (1938). 
Necessary conditions for a minimum of an integral 


[te y, y)da 
are derived under weaker hypotheses on the integrand / than are usually made. In 
the proofs only polygonal variations are used. The Weierstrass necessary condition 
is given in its usual form, assuming the continuity of fand /,. A generalized form 
of the Euler condition states that if f and f,, are continuous and 


| 
lim — 
e>0 € 


T 
fie y+8,y) — Hz, y, y)}dz 
a 
exists, then this limit equals /„(z) — fy(a). A generalized form of the Legendre con- 
dition states that if f is continous and the generalized second derivative 
. 1 ’ ’ ’ 
‚im = Va 9, y +m) — 2/2, 4, y) + Ma, 9, y’ — m)} 
exists at a point of the minimizing curve, then this second derivative is non-negative. 
Graves (Chicago). 

Ermilin, K.: Sur un probl&me du ealeul des variations. Trav. Inst. Math. Tbilissi 
4, 135—161 u. franz. Zusammenfassung 161—162 (1938) [Russisch]. 

Let L be a family of smooth plane curves 2=Y(T, &), y=y(T, &) depending 
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on a single parameter &. The class [C] is the class of continuous curves M,PPM, 
where M, and M, are fixed points and the are PP is an arc of a curve of the family L. 
The present paper establishes necessary conditions and sufficient conditions for a rela- 
tive extremum of the integral f F(«, y, ©, y') dt in the class of curves [C]. Since the 


C 
arcs M,P and PM, are free and PP is an arc of Z, the chief points of interest are the 
conditions at P and P and the Jacobi condition. Fields of curves C' are defined, and 
the construction of a field analogous to a field of extremals is shown to be possible 
under the usual strengthening of the analogue of the Jacobi condition. Thus conditions 
sufficient for a weak relative minimum are established. The degenerate case in which 
a curve C of a field has P—= P is discussed. The problem here considered is shown 
to include the “discontinuous problems” of Razmadze; the argument here seems 
to be incompletely presented in that the transformed Razmadze problem has the restric- 
tion => 0, while the previous considerations assumed F(z, y, x’, y’) to be the usual 
type of parametric integrand. However, this oversight does not vitiate the results. 
McShane (Virginia). 

Gillis, Paul: Sur les öquations de Haar relatives au caleul des variations. C. R. 
Acad. Sci., Paris 207, 489—490 (1938). 

L’A. rectifie l’&quation de Haar relative au probl&me 

Ifz] aller Y, 2, 25 2y > 222, Zeyı Zyn> ZyyJ)dxdy = minimum, 
D 
qu’il avait obtenue dans une note pre&cedente (ce Zbl.16, 261). Basilio Mama (Pavia). 
Cinquini, Silvio: Le pseudoestremaloidi dei problemi variazionali di ordine n. Ann. 

Scuola norm. super. Pisa, II.s. 7, 195—204 (1938). 

In connection with the problem of minimizing an integral 


I —=/[t®, Yy,Y 5... yM)dz 


in a class of curves y= y(x) having y(x), y’ (x), .. ., y"-»(x) absolutely continuous, 
the author defines a pseudoextremaloid to be a curve satisfying the equation 


af — yo, alda — i) Ir +Zy0 v-n| de 


n—1ı % = 
- [we > me - 2 Hum-3-n (Eier Dalaz =y + [u (@) Pla)dz 


j=1 @ 


where y is a constant and P(x) is a polynomial of degree (n — 2). He proves the 
following theorem. — Suppose that for every bounded set A, of points (z,y,Y',...,y"-D) 
there exist positive numbers M, N,, N,, N, such that 

Ifz(z +0,y+0, Y +9. ya + On-3; Ye, ym)| 


As t,(. . )| GE Ihr. ° )| en Rt . )| 

= N, |y®| + N.|f y y’,...ym)|+ N, 
whenever (2, y, y',...,y*-®D) isin A, and ®+@&+0+..- +02 ,„<M?. Then 
under the usual assumptions every minimizing curve for I is a pseudoextremaloid. — 
The author also gives sufficient conditions in order that on a pseudoextremaloid the 
derivative y(*-® should have bounded difference quotients. Graves (Chicago). 


Funktionentheorie: 


- Germay, R. H.: Remargue sur les produits indsfinis de facteurs primai e 
52, 219-224 (1938). primaires. Mathesis 


The following generalization is here given of the Weierstrass formula for an entire 
function having zeros of prescribed positions and multiplicities. Suppose that R,, Rz, ... 
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form an infinite sequence of positive constants with 


R<R<..<R,<-.- and lmR,=». 
Nn=00 
Suppose further that all of the zeros of the polynomial 
Aue) = I Pu,a2-t, (Paso Pre + 0) 
=0 
lie in the region Baer 


and that », is the smallest positive integer for which both 

Em 1l and „en-|l. 
Then, the most general entire function Y(z) which has an r-fold zero at the origin, 
and which has a zero at each of the zeros of each of the given polynomials zz, (z) [the 
multiplicities of a zero common to Y(z) and to a r„(2) being the same for both (z) 
and this z,(2)], but which has no other zeros can be expressed by the formula, 


TI 2 R "Rn + #7 v 
Y(z) == z’ee@) m) 51 ur v 2 ut 27 u 
k=1 une 


where @(z) is a polynomial or an entire function and where the constants Ru,„k are 
certain rational functions of the coefficients of the polynomial (2). The above 
theorem is proved by modifying several details in the usual derivation of the Weier- 
strass formula. M. Marden (Milwaukee, Wis., USA.). 
Carlson, Fritz: Sur le module maximum d’une fonetion analytique uniforme I. 
Ark. Mat. Astron. Fys. 26 A, Nr 9, 1—13 (1938). 
In Hadamard’s three-circle theorem 


Min) < {My {Mid}, plog®2—=gleg log —h, 
1 1 
the sign —is attained only for /2) = Cz“, Ah=log4?, where M(r,) = M, :and 
1 


M(r,)=M, are preassigned numbers. Since A is in general not an integer the interesting 
problem arises to determine the maximum u of M}"?M3"?M (r) if r,,r2,r, M,),M; 
+0 i 
are given and /(z) = D'a,z” is regular and single-valued in r, <|2|<r,. For the 
n=—-oo 
sub-class a, > 0 this problem becomes much easier with the solution 


n\r—r Nr\r—r 

7) 12 —17ı =, nat 
where 6 is the fractional part of the quantity A defined above. This expression is ob- 
viously a lower bound of u. It is more difficult to find upper bounds for s. This is done 


by use of the Green function of the domain between two concentric circles. A complicated 
discussion leads, among others, to the peculiar inequality 


128% erhe _ ı\ - | 
ehe). > 6 = min($, 1—P). 


°@. Szegö (Stanford Univ., Calıf.). 

Ganapathy Iyer, V.: Some theorems of funetions regular in an angle. Quart. J. 
Math., Oxford Ser. 9, 206—215 (1938). 

L’aut. montre que les methodes qu’il a employ6es pour &tudier les suites de points 
qui determinent le module maximum d’une fonction entire (voir ce Zbl.17, 314; 
18, 368) peuvent &tre appliquees au m&me problöme relatif au cas d’une fonction 
holomorphe dans un angle. Il montre notamment que si f(z) est une fonction holo- 
morphe de z=rei? dans un angle A, |p|< «, si M(r) est le maximum de |/(re‘?)| pour 

IR +ioa\| EBEN 
p =o,silim a lim log Hre®®) <a, lacondition lim Bere) oa 
r=o© = 00 n=© |z,| 
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entraine lim u <ß si les points z,, interieurs& A, satisfont & la conditiön suivante: 
1 re, fonction entire g(z) d’ordre E (g est positif fini) dont les 2, sont les zeros 
simples, pour laquelle (log |g’(2,)]) : |. |° tend vers d lorsque n—oo, et (log|g(2) |): 2 y 
tend vers dlorsque z—>o0& l’exterieur des cercles C,(k) definis par |2 — „| 24,|"”, 
h > 0; on suppose en outre qu’un nombre fini de cercles C„(k) seulement coupent les 
cotes de A. L’aut. montre que dans certains cas, cette derniere condition, introduite par 
la methode, peut effectivement ötre supprimee. Il donne aussi une proposition per- 
mettant de conclure que |/(2)| est borne, et compare ses resultats & ceux de Cart- 
wright (voir ce Zbl. 16, 265). @. Valiron (Paris). 
Schiffer, Menahem: A method of variation within the family of simple funetions. 
Proc. London Math. Soc., II. s. 44, 432—449 (1938). 
Schiffer, Menahem: On the eoeffieients of simple funetions. Proc. London Math. 
Soc., II. s. 44, 450-452 (1938). 
A detailed discussion of ideas previously published in brief (this Zbl. 17, 270 and 


18, 409). I£ /(z) = D’a„2*, (0) =1, is regular and univalent in a domain A (not 
zn? 


necessarily of finite connectivity) which it represents on a domain D, then a sequence 
of functions F„{f(z)} is formed representing A on domains D, which are infinitesimal 
variants of D. If now f(z) is an extremal function [e.g. |a„}is a maximum, |p (a, ,... @,)| 
is a maximum, |/(2‘)| is a maximum or minimum] then by considering the possible 
sequences F,„, considerable information may be obtained concerning the frontier of D. 
In the cases considered this frontier must consist of curves satisfying the differential 


equation (7 "s(e) +1=0 where t is a real parameter and s(z) is a polynomial de- 


pending on the extremal property concerned. As regards the coefficient problem, 
if a, attains its maximum modulus then the boundary of D consists of a family of 
curves satisfying the equation with s(z) =S,(z) where (second paper) f(£){1 — f(&)/2}"! 
= Da„{l-+S,(z)}2" and (second paper) these curves have no finite singular points. 
Bieberbach’s conjecture would be established if it could be shown that the differential 
equation and associated conditions have a unique solution. Macintyre. 

Privalov, I.: Sur les valeurs limites d’une fonction analytique. C. R. Acad. URSS, 
N.s. 19, 663—665 (1938). 

L’auteur poursuit son &tude & la frontiere d’une fonction non constante holomorphe 
bornee w(z) dans le cercle unite (voir ce Zbl. 18, 72). S’il y a des limites radiales aux 
points d’un ensemble parfait EZ, de mesure >0 sur la circonference, ces limites sont 
les affixes d’un ensemble de points E,, dont la mesure harmonique par rapport au 
complementaire d’un cerele-origine assez grand majore celle de Z, pour le cercle unite; 
et cela en tout couple de points correspondants 2, et w(z,) tels que w(z,) soit hors 
de E,„. Brelot (Bordeaux). 

Privaloff, I.: Sur quelques applications de la mesure harmonique des ensembles 
de points & certains probl&mes de la thöorie des fonetions. Rec. math. Moscou, N.s. 3, 
527—532 u. franz. Zusammenfassung 533 (1938) [Russisch]. 

Les th&or&mes bien connus de Lusin et Privaloff (Ann. Ecole norm. 1925, 
143—191) sur l’unieite des fonctions analytiques sont gendralises de maniere suivante: 
Soit /(2) une fonction meromorphe dans le cerele unit€ |2| < 1, admettant des valeurs 
liraites determinees suivant les chemins non tangents dans tous les points d’un ensemble Z 
situ& sur la circonference |2|=1 et de mesure positive. Alors, ou bien l’ensemble 
des valeurs limites de /(2) aux points de E contient un sous-ensemble ferm& de mesure 
harmonique positive, ou bien la fonction f(z) est une constante. Dans le cas oü B est 
de mesure positive partout sur un arc de la circonference |2|=1 et, & la fois, de 
deuxi&me categorie sur cet arc, le theor&me reste valable pour les valeurs limites radiales. 
— Les raisonnements sont analogues & ceux du m&moire cite de Lusin et Privaloff. 

Saks (Warszawa). 


223 


Privaloff, I.: Sur quelques applications de la mesure harmonique & certains pro- 
blömes de la thöorie des fonetions sous-harmoniques. Rec. math. Moscou, N. s. 8,535 —541 
u. franz. Zusammenfassung 541 (1938) [Russisch]. 

The paper contains several theorems of Phragme£n-Lindelöf type for subharmonic 
functions. Thus, for instance: 1° Let u(z, y, 2) be a subharmonic function in the upper 
half-space z > 0, and let M(r) denote the upper bound of u over the upper half-surface 
of the sphere with centre Oand radiusr. Suppose that imsupu{P) < 0 as P approaches 
any point of the plane xy, and that liminfM (r)/r <0 asr— + oo. Then v(z, y,2)<0 
in the whole half-space z> 0. — 2° Let u(z, y,z) be a subharmonic function in the 
upper half-space 2 >0. Suppose that u is continuous on the half-plane z=0,2>0, 
and that u(z, y,0)— — oo uniformly as 2?+ y? +0, 2>0. Then in each angular 
region z >0,2 >— nz, where n isan arbitrary positive number, we have u(z, y,2) > — oo 
uniformly as 2? + y® +22 +00. — 3° Let u be a subharmonic function in the open 
sphere $S. Suppose that u(P) < M < +oo for any P in S, and that, for almost every 
point Q of the surface of 8, lim supu(P) < C as P approaches Q along a non-tangent 
path. Then u(P) <= C throughout the whole of $. — The last theorem holds for more 
general open regions with sufficiently regular boundaries. Saks (Warszawa). 

Schiffer, Menahem: Sur les domaines minima dans la th&orie des transformations 
pseudoeonfermes. C. R. Acad. Sci., Paris 207, 112—115 (1938). 

Der Verf. untersucht die Frage der Schlichtheit der vom Ref. [Math. Ann. 86, 
237—271 (1922); Math. Z. 29, 640—677 (1929)] eingeführten Minimalbereiche, d. h. Be- 
reiche, welche durch die in bezug auf einen Punkt (hier Koordinatenanfangspunkt) 
normierten konformen bzw. pseudokonformen Abbildungen nicht auf einen Bereich 
von kleinerem Inhalt bzw. Volumen abgebildet werden können. Neben den Minimal- 
bereichen M}(®"), n= 2, 4, die man erhält, indem man, ausgehend von einem 
schlichten Bereich 8”, alle normierten Abbildungen zur Konkurrenz zuläßt, be- 
trachtet der Verf. M}(”), die man erhält, wenn man nur schlichte Abbildungen 
gewisser Art zuläßt. — Im ebenen Falle bei einfachzusammenhängenden Bereichen 
ist MB?) = MF(B*) = einer Kreisscheibe. — Im Falle von zweifachzusammen- 
hängenden Felescheh ist M>(8°) nicht schlicht (Kufareff, dies. Zbl. 17, 73). — Es 
gilt im Falle beliebigen Zusammenhanges für M} und M}: L, fi w— w,) ?dudv 


=w” “ [ dudv, WEM? w=u-+ iv. — Dieses Resultat elanht — ohne Heran- 


eg des Kreisabbildungssatzes — zu zeigen, daß eine weite Klasse von einfach- 
zusammenhängenden Minimalbereichen Kreise sind. — Genügt ®* gewissen natürlichen 
Bedingungen (die z. B. erfüllt sind, wenn ®* konvex ist) und lassen sich je zwei Punkte 
(zP,zP\, k= 1,2, von M}(B*) durch eine Kurve 2, =2, (8), 2, = %, die in M} liegt und 
deren Fang <L|20— z @list, verbinden, so ist In; [E(w; , %)] = £ (0,0) Ins [0], Ins [- - -] 
= = /[ / / TE .dz, dy, da,dy,, wenn £ eine in M/} beschränkte Funktion bedeutet. 


— Laßt sich außerdem die Funktionaldeterminante des Abbildungspaares, das M}(B*) 
auf I; (8%) abbildet, im Mittel durch die in 9%% beschränkten Funktionen beliebig ap- 
proximieren ‚(was z.B. stets der Fall ist, wenn M# ein Sternbereich ist), so ist 
MB) = M/(B*), und es ist somit schlicht. Bergmann (Tbilissi). 

Cherubino, Salvatore: Integrale di Volterra e funzioni olomorfe di matriei. Ann. 
Scuola norm. super. Pisa, II. s. 7, 313—328 (1938). 

The author’s definition of holomorphic functions over a commutative matrix algebra 
(this Zbl. 16, 65) is extended to any complex matrix algebra with unit element where 
the range of the argument is in the centrum. The theorems of Cauchy, Taylor 
and Morera carry over, and the Laurent expansion is valid on a suitable surface. 
Volterra’s right and left (logarithmic) integrals are defined and some of their pro- 
perties derived. They furnish an immediate solution of the linear system of differential 
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equations E Y; => %;Y; Je L,2 08 
; 


where the a,, are analytic functions of one complex variable. Application is also made 
to the solution of the matrix equation DI 

vn +A,Ye DH... + A-17' +47 =0 
where the A; are given matrices of complex constants. MacDuffee (Madison). 


Wahrscheinliehkeitsreehnung, Statistik und Anwendungen. 
Wahrscheinlichkeitsrechnung, mathematische Statistik : 


Raikov, D.: On a connection between the central limit-law of the theory of pro- 
bability and the law of great numbers. Bull. Acad. Sci. URSS, Ser. Math. Nr 3, 323—336 
u. engl. Zusammenfassung 337—338 (1938) [Russisch]. 

The set of independent chance variables {x,} is said to obey the central limit 
law if there are sequences of numbers {a,},{b,} (=,>0), such that the probability 

n 


: Re [2 
distribution of = > &; — b,„ approaches the Gaussian distribution, and that = En 
ge 


converge (n— oo) in probability to 0, uniformly ink=n. The set of independent 
non-negative chance variables {y;} is said to be relatively stable if there is a sequence {A,} 


n 
of positive numbers such that 2 y.—>1 in probability and that y,/A„ converges 
n 1 5 


(n > oo) in probability to 0, uniformly in k=n. The author proves that if the z; 
have median 0, a N.S. condition that they obey the central limit law is that the y; 
with y. = x% be relatively stable. The above definitions are slightly different if the 
expectations of the variables x}, y, exist, but the result is true for this case also. 
A direct proof is given, and also one using known N.S. conditions that variables obey 
the central limit law (Feller, this Zbl. 12, 361; 15, 360; Lindeberg, Math. Z. 15, 
211—225) or be relatively stable (Bobroff, C. R. Acad. Sci. URSS 15, 239—240, 
this Zbl. 16, 410; Recueil Math. Moscou [to appear in 1938]). J. L. Doob (Urbana). 
Khintchine, A.: Theorie der abklingenden Spontaneffekte. Bull. Acad. Sci. URSS, 
Ser. Math. Nr 3, 313—321 u. deutsch. Zusammenfassung 322 (1938) [Russisch]. 
The author treats chance events occurring at times {t,} (distributed at random 
over the t-axis in accordance with the Poisson distribution). At each such time t,, 
a number z, is determined — itself a chance variable, with a given distribution (con- 
fined to a finite interval). The distribution of the chance variable O(t)=D/(z,,t—t,) 


- 

is considered, continuing and making precise earlier work of Rowland (this Zbl. 

15, 261). Here the function /(z,t) is a real-valued function vanishing for t< 0, 

f(z,0) = x, and satisfies certain regularity hypotheses. The chance variable $(t) has 

a physical interpretation as the sum of damped spontaneous effects. It isshown that 
T 


1 ; ® ee R 
UT = T O(t) dt, the “mean effect”’, converges in probability to a certain constant 
ö 


number, and even converges with probability 1 to this constant. It is then shown, 
under very wide further hypotheses, that the distribution of U(t) approaches the 
Gaussian distribution, as E— oo. J. L. Doob (Urbana). 

Carroll, 3. A.: An application of Fourier transforms to the evaluation of a elass 
of repeated integrals arising in ealeulations of probability. Quart. J. Math., Oxford Ser. 9, 
176—181 (1938). 

Die Arbeit bringt die vermeintlich neue Bemerkung, daß der Faltung zweier 
Verteilungsfunktionen die Multiplikation der zugehörigen charakteristischen Funktionen 
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entspricht (Laplace, 1812). Ohne Zitierung des bekannten Beweises von P. Levy 
wird der zentrale Grenzwertsatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung angeblich bewiesen, 
jedoch ohne Angabe der Gültigkeitsbedingungen. Demgemäß ergibt sich auch eine 
Verschärfung der klassischen Liapounoffschen Restabschätzung, doch ist sie nach 
bekannten Sätzen leicht als falsch erkennbar (vgl. etwa Cramer, Random Variables 
and Distribution Functions. Cambridge 1937. Kap. 7). W. Feller (Stockholm). 
Visser, C.: The law of nought-or-one in the theory of probability. Studia Math. 7, 
143—149 (1938). 
Es wird bemerkt, daß man die sog. Null- oder Eins-Gesetze erklären kann, indem 
man sie in einem unendlichen Produktraum deutet; es handelt sich dann gewöhnlich 
um „homogene Mengen“, d.h. Mengen n, für welche mit einer beliebigen Menge y 
stets |yn| = |y| |] gilt. So sieht man z.B. leicht: Wenn die Konvergenz einer 
Funktionenfolge f„(&1, %, . . :) bloß vom asymptotischen Verhalten der Punktfolge x, 
abhängt, so ist die Wahrscheinlichkeit der Konvergenz von f, gleich 0 oder.1. Feller. 
Khintehine, A.: Zur Methode der willkürlichen Funktionen. Rec. math. Moscou, 
N. s. 3, 585—588 (1938). 
Bei vielen eindimensionalen Mechanismen, die man zur Illustration der Poincare- 
schen Methode der willkürlichen Funktionen herangezogen hat, liegt folgende Situation 
vor. Anfangs- bzw. Endzustand, x bzw. y, sind durch reelle Zahlen charakterisiert. 
Dabei ist in determinierter Weise y = y,(x), wo p ein Parameter ist. Für > o gelte 
[re 2 Ylc+ ao) 

(z z) Y%r)>Rx, Bag (2) 
gleichmäßig in x bei beschränktem x. Diese Voraussetzungen (wenigstens die erste) 
präzisieren für große p die Forderung „kleine Ursachen, große Wirkungen“. Eine 
diesen Bedingungen genügende Transformation y = y,(x) wird normal genannt. — 
Die Anfangslage x ist eine zufällige Größe. Das Experiment liefert den Wert einer 
Funktion p(y) der Endlage y. Auch @(y,(z)) ist dann eine zufällige Größe. Ihre 
Verteilungsfunktion ist bei jedem p durch diejenige von x vollkommen bestimmt. 
Gefragt wird nun: Welche Eigenschaften muß die Funktion p(y) haben, damit für 
p>% die Verteilung von $(y,(2)) einer Grenzverteilung zustrebt, und damit diese 
Grenzverteilung von der Verteilung von z und auch von dem speziellen normalen 
Mechanismus y,(z) unabhängig ist. Verf. beantwortet diese Frage vollständig und 
in sehr einfacher Weise. Gleichzeitig wird die Grenzverteilung bestimmt. Für fast- 
periodisches p(y) sind die Bedingungen erfüllt. E. Hopf (Leipzig). 

Waschakidse, D.: Über das Maximum der Abweichung des theoretischen Ver- 
teilungsgesetzes von der entsprechenden empirischen Kurve. Trav. Inst. Math. Tbilissi 
4, 101—120 u. dtsch. Zusammenfassung 120—122 (1938) [Russisch]. 

Consider a random variable X and denote by F(z) the probability of its not ex- 
ceeding any value x. Denote by 2, <m,< :--: < x, some particular values of X and 


; 2% k 
define a function F,„(x) by the following conditions: (I)F„(x)=0 for «<a;; (II)F,(2)= a 


for „<2< 2,1; and (III) F,(z2)=1for <= x. Denote finally by D, the upper 
bound of |F„(z) — F(x)|. Suppose now that n independent observations of the value 
of X are to be made and, if the values to be observed are ordered in an increasing 
sequence and denoted by 1 <= --:< 2,, the corresponding function F„(x) is 
to be caleulated. The function F,„(z) will be a random one and so will be D, defined 


above. Denote by ®,„(A) the probability of D, satisfying the inequality D,Yn=A. 
The author proves that, for 24 in, it will be 8,(4)=>1 — 40 Yne-?* which 
is a result improving that obtained previously by Glivenko [Giorn. Ist. Ital. Attuari 
4, 92—99 (1933); this Zbl. 6, 174]. The above result is then used to estimate the pro- 
bability of simultaneous inequalities of the type D,Yn=sA for aln>N. 

J. Neyman (Berkeley, California). 
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Mareinkiewiez, J.: Sur les fonetions ind&pendantes. III. Fundam. Math. 31, 
86—102 (1938). 

Diese Mitteilung ist insbesondere Verteilungsfunktionen Y(x) gewidmet, deren 
charakteristische Funktionen @(t) Grenzfunktionen von: analytischen Funktionen 
sind. Es wird bewiesen: Damit p(x) für |x|< A die Randwerte einer im Rechteck 
0<%(z) < B, |R(z)| < A regulären Funktion darstellt ist notwendig und hinreichend, 

0 


daß iR e-"=dV(x) für r < A konvergiert. — In diesem Falle gilt eine interessante Ver- 


schärfung des Fundamentalsatzes über die Konvergenz von charakteristischen Funk- 
tionen, indem hier dafür, daß die Verteilungsfunktionen V„(z) gegen V (x) streben, not- 
wendig und hinreichend ist, daß ihre charakteristischen Funktionen @(z) für |z2|< 4 
gegen p(x) streben ( so daß die Gleichmäßigkeit von selbst folgt). Für jedes feste n 
seien nun die %,,„ unabhängige Funktionen, A,„,; sei die Mediane von &,,x [d. h. 
Es >0)|2% und |E,.<A,,)|>3%]. Schließlich sei 9(2) regulär für 
%(2)|< B. Damit dann die Verteilungsfunktionen der Summen ,2,,. gegen V (x) 


n 
streben, ist notwendig und hinreichend, daß es eine Konstantenfolge X, gibt derart, 
daß für die durch en Bi Fe ln, — An.) = Kn (*) 
; An,k ln, — An,a| > Ku 
definierten Funktionen lim I]|E(lz,,.— An,.!>K,)| = 0 ist, und die-charakteristi- 
n>%X&9 


schen Funktionen der Summen D)x*,, in jedem Bereich |$(@)|<r < B |R()| < A 
gleichmäßig gegen (2) streben. [Für die Mitteilungen I. und II. vgl. dies. Zbl. 18, 318f. 
Verf. berichtigt nun ein Versehen; demzufolge sind die Definitionsgleichungen von 27; 
in der letzten Zeile des Ref. auf $. 318 durch die obigen Gleichungen (*) zu ersetzen.] 
W.Feller (Stockholm). 

Pearson, E. S.: Some aspeets of the problem of randomization. Biometrika 30, 
53—64 (1938). 

When testing a given statistical hypothesis, 7, two kinds of errors can be com- 
mitted: (1) 4 may be rejected when it is true and (2) we may fail to reject 7 when 
it is false. The author discusses a method devised by R. A. Fisher (“principle of 
randomization’’), applicable to any hypothesis ZH, by which a number of tests may 
be constructed, all having the same property that the probability of committing the 
error of the first kind above would be reduced to any low level chosen in advance. 
The author shows that, if it is desired to make a choice between such tests, so as to 
reduce the probability of errors of the second kind, it is necessary to take into account 
both the specification of H and the set of admissible hypotheses, alternative to H. 

J. Neyman (Berkeley, Cal.). 

Pearson, E. S.: Some aspects of the problem of randomization. II. An illustration of 
„Student’s“ inquiry into the effect of „balaneing“ in agrieultural experiments. Biometrika 
30, 159—179 (1938). 

It is known that the assumptions underlying the theory of various statistical 
tests, which are usually applied to the results of agricultural trials, are not satisfied 
by the technique involved in obtaining experimental data. As a consequence the 
actual frequencies of cases when a correct hypothesis is unjustly rejected by the test 
and also the frequencies of cases when the test fails to reject a wrong hypothesis, 
need not be even approximately equal to the predictions of the theory. While it is 
desirable to develop tests based on assumptions corresponding as closely as possible 
to the actual technique of experimentation, it is useful to study the consequences 
of the application of the usual tests. The author studies the probabilities of the tests 
based on the “normal theory” detecting the existing differences between the agricultural 
treatments when (a) the distribution of these treatments among the experimental 
plots is random and (b) when it is balanced. The results obtained agree on the whole 
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with the guess of “Student”: Whenever the differentiation between the treatments 
compared is small, the detective power of the randomized experiments is greater; 
otherwise the balanced experiments prove to be more efficient. J. Neyman. 

Dwyer, Paul S.: On combined expansions of products of symmetrie power sums 
and of sums of symmetrie power produets with applications to sampling. Pt. I. The 
fundamentals of sampling. Ann. math. Statist. 9, 97—132 (1938). 

The author now shows how the material developed in Part I (see this Zbl. 18, 415) 
can be applied to actual sampling problems. The first section of the paper is devoted 
to a discussion of previous work on sampling, particularly as it is related to the methods 
here used. It is shown how these methods, especially the use of the author’s double 
expansion theorem and of Carver functions, are adapted to different replacement 
laws in sampling from finite or infinite populations. A good many illustrative examples 
are worked out and results in tabular form up to weight 6 are given but the author 
is here more concerned with demons /ating the generality and utility of his methods 
than with giving an extensive body of new sampling results. 0. ©. Craig. 


Hotelling, Harold, and Lester R. Frankel: The transformation of statisties to 
simplify their distribution. Ann. math. Statist. 9, 87—96 (1938). 

In testing significance informed statisticians now consider exact probabilities 
associated with the distribution of the statistic in question rather than treating it 
as though normally distributed. However the awkwardness of two and three-para- 
meter tables is often discouraging. The authors obtain the uniform asymptotic ex- 
pansion (with respect to n, the number of items in the sample) for x in terms of t, 


Ey t 
where z is the normalized value of t given by I ©l(z)dz = fi D,„(z)dz. Similarly 
ö ; 


() 
asymptotic series are given for Chi and Chi-square in terms of the generalized Student 
ratio, T. Short numerical tables are provided for comparison at ten, five and one per- 
cent significance levels. Albert A. Bennett (Providence). 

Neyman, J.: Tests of statistical hypotheses which are unbiassed in the limit. Ann. 
math. Statist. 9, 69—86 (1938). 

The idea of a test of a statistical hypothesis unbiassed in the limit is due to the 
author; in a recent paper (see this Zbl. 18, 34) he studied such a test. The present 
paper is devoted to such tests in general as related to simple statistical hypotheses. 
If w„ or w, denote a region in the sample space into which the sample point correspond- 
ing to a sample of n may fall, a sequence of regions, w,, Wy,...,Wn,... Is said to 
determine a test of simple hypothesis unbiassed in the limit of the level of significance & 
if, on the assumption of the truth of the hypothesis, that is, that the population para- 
meter ® has a given value, P(E„€ w„) being the probability that the sample point 
falls into w,, er %n) > ep cn. un) in which w, is any region such that P(EE w,) 


dP(BEw,) _ dP(BEw,) 


= P(EEw,) and = ‚and if lim P(EEw)=xa and 

EEw,) 26 2 a» a . 3 
lim an — 0, By an extension of the type of argument used in the paper cited 
n>X 


above the region w, is determined under suitable ‚restrietions. The author is able to 
discuss the power function of such a test in the limit. Finally two illustrative 
examples are exhibited in detail. C©.C. Craig (Ann Arbor). 
Daniels, H. E.: The effeet of departures from ideal conditions other than non-nor- 
mality on the t and z tests of signifieanee. Proc. Cambridge Philos. Soc. 34, 321—328 
re author undertakes a critical mathematical analysis of the effects due to 
systematic departures from independence or again from equal weight for sample ob- 
servations falling individually under the normal law. The distribution of t, the ratio 
of sample mean to its apparent standard error calculated from the sample, and of z, 
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derived from the ratio of variance between groups to that within groups, are found 

to be insensitive to first-order systematic variations. The extent to which the ap- 

proximations may be expected to hold in practice calls for further examination. 
Albert :A. Bennett (Providence). 

Kozakiewiez, W.: Sur les conditions n&cessaires et suffisantes pour la convergence 
stochastique. Fundam. Math. 31, 160—178 (1938). - 

Die X, und X seien stochastische Veränderliche und es werde F(2)= P(X<2), 
Fn(2) = P(X,< 2), F„(z, y) = P(X,< 2,2 <y) Fn,m(& y) = P(X„< 2, Xu<Y) 
gesetzt. Die entsprechenden charakteristischen Funktionen seien @lt), . . ., 9n,m(5; d): 
Verf. beweist, daß die folgenden vier Bedingungen einzeln notwendig und hinreichend 
sind dafür, daß X, „nach Wahrscheinlichkeit‘‘ gegen X konvergiert. I. Das gleich- 
zeitige Bestehen der Beziehungen F,„(z, 2)—> F(z) und F,„(z) > F(z) in jedem Stetigkeits- 
punkt von F(x). II. Daß in gleicher Weise lim F,, ‚m (2, 2) =F (2) ist, für n> 00, m—> oo. 
III. In jedem beschränkten (s, t)-Bereiche soll gleichmäßig 9, (8, 1) > @(s +1) streben 
IV. In gleicher Weise soll @,,n(s, t) gegen eine Funktion streben [die dann von selbst 
= p(s + t) ist]. — Übertragung auf mehrdimensionale stochastische Veränderliche. 

W.Feller (Stockholm). 

Olds, E. 6.: Distributions of sums of squares of rank differences for small numbers 
of individuals. Ann. math. Statist. 9, 133—148 (1938). 

The author contributes a solution to a line of investigation proposed by Hotelling 
and Pabst (see this Zbl. 14, 29). He examines the distribution of the Pearsonian 
coefficient of rank correlation for moderate values of n. After discussing the exact 
problem, the author investigates approximations particularly by Pearsonian curves 
of Type II. Numerical tables are offered for N through 10, and for the mean value 
of the sum of squares through 166, with a condensed significance table for N through 30. 

Albert A. Bennett (Providence). 

Oboukhoff, A. M.: Sur la correlation normale des veeteurs. Bull. Acad. Sci. 
URSS, Ser. Math. Nr3, 339—368 u. franz. Zusammenfassung 369—370 (1938) 
[Russisch]. 

The author studies problems of regression, correlation, etc., using vector, matrix, 
and tensor methods systematically. Thus the expectation of a chance vector is a 
vector, dispersion of a chance vector is a tensor, etc. The problem of the relations 
between two chance vectors in normal correlation (i.e. between two sets of normally 
correlated chance variables) is studied in detail; cf. also Hotelling, this Zbl. 15, 407. 

J. L. Doob (Urbana). 

De Lury, D. B.: Note on correlations. Ann. math. Statist. 9, 149—151 (1938). 

If we are given N pairs of observations, (z,, y;), *=1,2,..., N in which it is 
known that x and y have equal population variances but different population means, 
the quotient, w, of the central product moment by the average of the variances is pro- 
posed as a means of estimating the population coefficient of correlation e. Using 
results due to Fisher, the distribution of v is found in samples from normal. Ifo = 0, 
the distribution of u is identical with that of r in samples of N + 1 pairs of observations. 
I£fo=#0, the transformation v=tanhZ, due toFisher, isasuseful as in the usual case. 
The author finds the variance of Z in this case and shows that 1/N — 2 is a satisfactory 
approximation to it. It is remarked that u may be used in all cases in which the intra- 
class coefficient is appropriate and the test of significance is simpler with a negligible 
loss of precision. C.C.Craig (Ann Arbor). 

Kendall, M. G.: The conditions under which Sheppard’s eorreetions are valid. 
J. Roy. Statist. Soc., N. s. 101, 592—605 (1938). 

A sufficient condition for Sheppard’s corrections (of successively higher orders) 
to be efiective, assuming that the absolute moments of orders involved exist is found 
when the range is finite and the distribution has terminal contact of order k at each 
end-point assuming that the (k + 1)st derivative of the row moment integrand is not 
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large on the range: the corrected moment of order s will be accurate to the order of the 
terms applied in making the correction, if the largest integer in s/2 is less than %/2. 
Excellent results are obtained with unpropitious functions of various types. A list of 
22 articles is offered as covering the bibliography encountered by the author. 

Albert A. Bennett (Providence). 


Geometrie. 


Analytische und algebraische Geometrie: 


© Singier, G.: Les correspondances algebriques (1,1), (2,1), (2,2). Applieations 
aux courbes et aux surfaces du deuxidme et du troisitme degre. A P’usage des &ldves 
de mathömatiques speciales et des candidats ä la licenee et ä P’agregation. Paris: Libr. 
Vuibert 1938. VIII, 173 pag. Fres. 36.—. 

This book is essentially a text-book on projective geometry in which the ideas 
of correspondence are exploited more freely than is usually the case. It starts by ob- 
taining the fundamental properties of (1,1), (2,1) and (2, 2) correspondences between 
the elements of two singly infinite rational systems, and then makes application of 
these results in various directions. The topics examined are: conics and systems of 
conies in the plane, plane cubic curves, especially rational ones, quadric surfaces, 
the twisted cubic and elliptic quartic curves, and cubic ruled surfaces. J. A. Todd. 

Gherardelli, G.: Sulla eostruzione delle serie di equivalenza sopra una curva 
algebrica ridueibile. Atti Accad. naz. Lincei, Rend., VI. s. 27, 471—473 (1938). 

Considerons (dans un hyperespace projectif) tespaces S,,, S,,, . . ., ‚8, ind&pendants, 
danschacun desquelson peutchoisir arbitrairementdescoordonn&esprojectiveshomogenes 
(2), (Y), -.., (2), et un espace S, generique appartenant A 1’S, },- ı Joignant 8,, , S,,, ..., 8%, 

t 


(avec r=_r,0o<r). La correspondance 00° que l’on obtient en associant t points 
1 


(z), (Y), - - -, (2) — respectivement de S,,,8,,, - - -,. 8,, — lorsque 1’S,_ı qui les joigne 
est incident & S,, peut &tre repr&sent&e analytiquement en annulant tous les mineurs 
d’ordre t appartenant & une matrice (A A=t-+r— o — 1 lignes et t colonnes) de la 


De ha) yıly) --- Yıl) 
fo(®) Poly) -:- Ya?) j 
Ihe) Hy) --- Yı@) 


oü les f,@,...,%y sont lin&aires homogenes dans leurs arguments. L’A. l’appelle une 
correspondance plurilineaire o0® avec noyau („nucleata“), et demontre que: L’on 
obtient la plus generale serie d’&quivalence 9° contenue totalement dans une serie 
d’equivalence complete g’, subordonnant sur les composantes d’une courbe r&ductible 
C=0,+0,+ :-- + O,les series lin&aires g":, 9", ..., g”ı, en etablissant entre celles-ci 
une correspondance plurilineaire 00° avec noyau. Beniamino Segre (Bologna). 

Edge, W. L.: Notes on a net of quadrie surfaces. II.: The seroll of trisecants of 
the Jacobian eurve. Proc. London Math. Soc., II. s. 44, 466—480 (1938). 

Soit R® le lieu des trisecantes de la jacobienne d’un reseau de quadriques; si l’on 
represente de la mani£ere habituelle les droites de l’espace par les points d’une quadrique 
2 dans l’espace & 5 dimensions, la courbe J'lieu des points correspondants aux gene- 
ratrices de R® est l’intersection de 2 et d’une surface de Veronese. A cette surface de 
Veron&se en est associee une autre, par r&ciprocite, dont la courbe d’intersection avec 2 
represente une surface regl&e 0°. Entre les surfaces R® et o®, on a la relation suivante: 
toute generatrice de l’une est une quadritangente de l’autre. L’auteur &tudie cette 
configuration & laquelle sont encore associes deux complexes cubiques. (II. voir ce 


Zbl. 17, 322.) P. Dubreil (Nancy). 


230 


Todd, J. A.: Birational transformations possessing fundamental eurves. Proc. Cam- 
bridge Philos. Soc. 34, 144—155 (1938). 

Dans un recent travail [Proc. Edinburgh Math. Soc. (2), 5, 117—124 (1938); ce 
Zbl. 18, 233] l’Auteur a etudie la transformation des systemes invariants sur une 
variete algebrique Vz lorqu’on effectue une transformation birationnelle dont les 
points fondamentaux sont isolds et presentent le „caractere general“. Il effectue ici 
la möme &tude pour une transformation birationnelle 7 admettant une courbe fon- 
damentale isol&e C’ de „caractere general“. La premiere partie du travail est con- 
sacree & l’&tude precise des particularites d’une telle transformation et comprend 
notamment la definition du „caractere general“ pour une variete fontamentale. Les 
resultats obtenus dans la seconde partie [essentiellement les formules (26), (27) p. 153, 
qui ne peuvent ätre reproduites ici] conduisent notamment, pour l’invariant I de 
Zeuthen-Segre, & la formule simple = I + (—1)°2 (d — 2) (p— 1), oü p designe 
le genre de C”, formule contenue aussi dans les resultats de Bassi [Rend. Circ. mat. 
Palermo 60, 107—123 (1937); ce Zbl. 18, 38]. P. Dubreil (Nancy). 


Godeaux, Lucien: Recherches sur les involutions eyeliques appartenant ä une 
surface algebrique. V. Bull. Acad. Roy. Belg., V.s. 24, 255—258 (1938). 

Relations entre les genres arithmetiques, lineaires et les invariants de Zeuthen- 
Segre de la surface algebrique F portant une involution d’ordre premier I, et de la 
surface ® image de cette involution. L’Auteur suppose que l’involution I, possede un 
point uni non parfait A tel que les courbes CO, passant par A y acquierent un point 
triple dont deux tangentes sont confondues. (IV. voir ce Zbl. 11, 413.) P. Dubreil. 


Godeaux, Lucien: Sur les points unis de seconde esp&ee des involutions eyeliques 
appartenant ä une variete algebrique. Bull. Acad. Roy. Belg., V.s. 24, 385—396 (1938). 

Soit I, une involution cyclique d’ordre premier p appartenant & une V, et engendree 
par une transformation birationnelle 7 de V, en elle-m&me. Soit A un point uni isol& 
de seconde espece de cette involution; designons par V* une transform&e birationnelle 
de V,; a A correspond sur V* une surface @, & 7 une transformation 7T* de V* en elle- 
möme engendrant une involution I}. Sur p, transformee en elle-möme par 7*, se 
trouvent un point uni isol& A* et une courbe a* ne passant pas par A* dont tous les 
points sont unis pour I%. L’Auteur etudie, dans le cas oü soit le point A*, soit les 
points de a* sont unis parfaits pour I, la singularit@ du point de diramation isol& A’ 
correspondant & A sur la variete algebrique Q image de I,. P. Dubreil (Nancy). 

Vankerkom, Jean: Sur les involutions planes engendröes par des homographies 
eyeliques de periode quinze. Bull. Soc. Roy. Sci. Liege 7, 330—335 (1938). 

Etude de u I,; d’ordre 15 engendree par l’homographie H: 4:23:24 

Tr 

= 180: 8%2, (. =e15 ). Les cas possibles se ram&nent 35 (x =2,4,7,14, 11): les 
4 premiers se traitent comme dans le cas d’une involution d’ordre premier [cf. L. Go- 
deaux, Sur la structure des points unis des involutions cycliques..., Mem. Acad. 
roy. Belgique 17 (1938); ce Zbl. 18, 327]. L’Auteur fait /’&tude detailldee du dernier 
cas et obtient le resultat suivant: la surface ® de S,,, image de l’involution consideree 
possede au point de diramation A, (point homologue du point 1,0,0) un point triple 
triplanaire, un des plans tangents rencontrant les deux autres suivant une droite. 
Sur chacune de ces deux droites, ® possede un point double conique infiniment voisin 
de Ay. P. Dubreil (Nancy). 

Rozet, A.: Sur les involutions non eyeliques d’ordre vingt-sept appartenant & une 
surface alg&brique. Bull. Acad. Roy. Belg., V.s. 24, 235—246 (1938). 

1 existe deux types d’involutions I,, d’ordre 27 ne possedant qu’un nombre fini 
de points unis et engendrees sur une surface algebrique par deux transformations 
birationnelles cycliques 7, T, de periode 9 dont les cubes coincident: T} = T} (premier 
type: T,T, = T,T,, second type: T,T, = T{T,). Etude de ces types et des points 
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de diramation correspondant aux points unis sur une surface normale image de l’in- 
volution. Extension & certaines involutions non cycliques d’ordre p® (p premier) 
engendrees sur une surface algebrique par deux transformations birationnelles de 
periode p? dont les puissances p-i&mes coincident. P. Dubreil (Nancy). 


Morin, U.: Sulla unirazionalitä dell’ipersuperfieie algebrica del quinto ordine. 
Atti Accad. naz. Lincei, Rend., VI.s. 27, 330—332 (1938). 

Si r>117, P’hypersurface generale du 5-i&me ordre dans l’espace lineaire $,, 
M&1> 2, ..-,%) = 0, admet une representation au moyen de fonctions rationnelles 
der — 1 paramettres: ; = F;(y,, Ya - - - Y-Ja=h...,n. P. Dubreil (Nancy). 

Gambier, Bertrand: Tetra&dres conjugues par rapport & une quadrique et dont 
les ar&tes touchent une autre quadrique. Tetraddres dont les ar&tes touchent deux quadri- 
ques. J. Math. pures appl., IX.s. 17, 291—326 (1938). 

La recherche des tetra&dres T conjugues par rapport & une quadrique & et dont 
les ar&tes sont tangentes & une quadrique S a deja &t& faite, comme le signale l’Auteur, 
par H. Vogt [Ann. Ecole norm., III. s. 12, 363—389 (1895)]. B. Gambier reprend 
ici la question en remplagant certains calculs par des considerations geometriques. 
Les sommets A,, Az, As, A, d’un tetra&dre T se trouvent necessairement sur une 
courbe I’ du 8-&me degre, definie comme l’intersection d’une quadrique et d’une surface 
du quatrieme degre. Dans le cas general tout point de /' est sommet d’un tetra&dre 7 
unique. Une representation parametrique appropriee de /' conduit & l’&tude des cas de 
degenerescence: ]'peut se reduire & 2 coniques et 4 droites, & 4 droites doubles, & deux 
biquadratiques (contenant chacune deux des sommets) & 8 droites (on a alors 4 series ool 
de tetra&dres). La recherche des tetra&dres dont les ar&tes touchent deux quadriques 
est en general un probleme identique au precedent, tandis qu’il s’en &loigne beaucoup 
dans les cas de degenerescence. P. Dubreil (Nancy). 


Müller, Richard, und Ulrich Graf: Die Fußpunktzyklide der linearen Strahlen- 
kongruenz. Mh. Math. Phys. 47, 13—26 (1938). 

Verff. betrachten den geometrischen Ort der Fußpunkte der von einem gegebenen 
Pol D auf die Strahlen einer gegebenen linearen Kongruenz gefällten Lote, das ist 
eine Zyklide dritter Ordnung F°, die im allgemeinen keinen singulären Punkt hat. Zu- 
nächst machen sie die Voraussetzung, daß die Kongruenz hyperbolisch ist. Für diesen 
Fall untersuchen sie die auf F? liegenden Geraden und Kreise, geben sie analytische 
Darstellungen der Fläche und beschreiben sie ihre Gestalt auf Grund der Tatsache, 
daß die zur Achse der Kongruenz normalen Ebenen quadratische Schichtkurven 
von E® enthalten. Dann übertragen sie die Ergebnisse auf die Fußpunktzykliden der 
elliptischen und der parabolischen Kongruenz. Im besonderen untersuchen sie F®, 
wenn die Kongruenz orthogonal oder rotatorisch ist. Auch werden die Fälle behandelt, 
daß der Pol auf der Hauptachse der Kongruenz liegt und das bei einer hyperbolischen 
oder parabolischen Kongruenz der Pol in den Schnittpunkt der Hauptachse mit einer 
Leitgeraden gelegt wird. In den beiden letzterwähnten Fällen ist F® zugleich die Fuß- 
punktfläche eines Strahlenparaboloides, dieses Paraboloid wird für beide Fälle be- 
stimmt. Verff. betrachten noch die auf der Fußpunktzyklide liegenden Kurven A? 
und k®, welche die Fußpunkte der von D auf die Erzeugenden einer zur Kongruenz 
gehörigen hyperboloidischen oder paraboloidischen Regelschar enthalten. Mittels einer 
von ihnen gegebenen Konstruktion des Kongruenzstrahls, der mit einem gegebenen 
Punkte oder mit einer gegebenen Ebene inzident ist, wenn vier Geraden einer linearen 
Kongruenz gegeben sind, stellen sie die einscharig in der Kongruenz enthaltenen 
Regelflächen zweiten Grades her. Dann geben sie an, wie man mit der synthetischen 
Geometrie die auf F® liegenden Kurven k* und k® und die Schichtkurven und anderen 
ebenen Schnitte von F® herstellen kann. Schließlich zeigen sie, daß die Fußpunkt- 
zyklide durch polare Abbildung der Kongruenz, Inversion und Projektion erzeugt 
werden kann. @G. Schaake (Groningen). 
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Differentialgeometrie: 

Kowalewski, Gerhard: Bemerkungen über die projektive Gruppe eines Linien- 
elements. Mh. Math. Phys. 47, 104—116 (1938). 

Die Arbeit enthält eine Anwendung der von dem Verf. erdachten Methode zur 
Herstellung der Invarianten einer ebenen Kurve gegenüber einer Lieschen Gruppe 
und zur Bestimmung ihrer Evolute (dies. Zbl. 14, 77). Die hier behandelte Gruppe ist 
eine gewisse Untergruppe @, der kollinearen @,, die ein Linienelement invariant läßt. In 

a0 ca 
affiner Schreibweise lautet eine Transformation dieser @;: f b, } . — Deuten 
00221 
wir x, y als homogene Koordinaten, so ergeben sich als Bogenelement und „Krümmung“ 
die Bildungen ds= (y!)-IyHdz und J= y!!y!P’j(yl!!j2. Das Differentialsystem der 
Bahnkurven (J = konst.), die durch ein bestimmtes Linienelement hindurchgehen, 
führt zu dem Begrift der singulären Bahnkurven J=1,J =$,J = 2), deren endliche 
Gleichungen sofort anzugeben sind. Die kanonische Gleichung einer nichtsingulären 
Bahnkurve lautet y = x7(y # 0,1, 2). — Mit Hilfe der singulären Bahnkurve J = 2 
wird der Begriff der niederen Evolute einer Kurve eingeführt. Es werden, anknüpfend 
an die Evolutenmethode des Verf., jene Kurven bestimmt, deren niedere Evolute 
eine Gerade bzw. eine Parabel durch den absoluten Punkt ist. Diese letztere fällt mit 
der sogenannten Affinzykloide (Leipziger Berichte 29. 4. 1929) zusammen. Merk- 
würdige Analogien zu den euklidischen Zykloiden und der logarithmischen Spirale 
tauchen auf, wenn man die Evolute einer Bahnkurve untersucht. Sie erweist sich als 
kongruent zu ihrer Evolvente. — Zum Schluß wendet der Verf. seine verallgemeinerte 
Rollkurventheorie (Leipziger Berichte 1929) auf Paare singulärer Bahnkurven an. 
[Note des Ref. Der Fall @G, (a, = b, = 1) der obigen @, ist schon unter der Bezeichnung 
„Galileische Gruppe“ von Glass (Ann. Soc. Polon. math. 1926) untersucht worden.] 
D. Barbilian (Bucuresti). 

Sehatz, Heinrich: Die Invarianten von Streifen auf Flächen in der Bewegungs- 
geometrie. Math. Z. 44, 330—334 (1938). 

In this paper, the author discusses three differential invariants of curves on sur- 
faces in Euclidian three. space: the geodesie torsion; the normal curvature; and the 
geodesic curvature. These invariants are expressed in tensor forms which are slight 
moditications of known tensor expressions for these quantities. Coburn (Austin). 


Kourensky, M.: Trois m&thodes pour trouver la r&ösolution du problöme de ia d&- 
formation des surfaces. J. Inst. Math. Acad. Sci. Ukraine Nr 1, 41-51 u. franz. Zu- 
sammenfassung 5l (1938) [Ukrainisch]. 

La deformation infiniment petite d’une surface 2 = f(x, y) depend de l’integration 
de lP’equation dedz, +dydy, +dzdz, on bien da, =cdy— bdz... oü a,b,c 
sont assujetis a rendre dx, etc. differentielles exactes. L’auteur donne a ces &quations 
des formes differentes. 1° En introduisant = c— ap— ag, (de=pdx-+gdy) 


il obtient une &quation aux derivees partielles du second ordre pour 2,. 2° En &liminant 
da ob da ö ob : 
cnan. + Fi 0, 2:5, —E E= Ze =( (r, s,t sont les secondes d£rivees de z) 


qu’on peut integrer par la m&thode de l’auteur (ce Zbl. 16, 211) etc. 

Brauner, Karl: Über Mannigfaltigkeiten, deren Tangentialmannigfaltigkeiten aus- 
geartet sind. Mh. Math. Phys. 46, 335—365 (1938). 

Eine Mannigfaltigkeit V,„ von der Dimension n ist in einem euklidischen AR, ein- 
gebettet. Eine Fortschreitungsrichtung auf der V,„ heißt ausgezeichnet, wenn der zu- 
gehörige Tangential-R,, längs ihr sich nicht ändert. Es wird gezeigt, daß das Vorhanden- 
sein von ausgezeichneten Richtungen in jedem Punkte der V,„ eine Ausartung der Ge- 
samtheit der Tangential-R, nach sich zieht und daß solchen Mannigfaltigkeiten, bei 
geeigneter Wahl der Parameter, eine besondere Parameterdarstellung auch in Punkt- 
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koordinaten zukommt. Dann wird bewiesen, daß jede V„ mit m ausgezeichneten 
linear unabhängigen Richtungen eine Determinante 


Rıa, ıe Rıa,ıs ... Rıs,n-ın 
De Rıs,ıa wenn ... Rıs,n-ın 
Ru-1n,12 eo... ... Ba-ın,n-in 


besitzt, deren Rang höchstens N) betragen kann. R;,,», ist der Rie- 


mannsche Krümmungstensor derY,„. Wennm=n—1, soist dieV,, mit einem euklidischen 
R„ isometrisch. Weitere Sätze beschäftigen sich mit der Konstruktion solcher V,„. Die 
Arbeit schließt mit einem Satz über V,_, (Hyperflächen), woraus wir folgendes ent- 
nehmen: Notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß eine V,_, m ausgezeich- 
PZmezem)) besitzt, überhaupt 
kann der Rang von D nur eine Zahl dieser Gestalt sein. Jede Hyperfläche mit aus- 
gezeichneten Richtungen kann nur so in ihren Einbettungsraum geringster Dimension 
hinein verbogen werden, daß evtl. vorhandene Scharen von ausgezeichneten Räumen, 
soweit sie solche von höchster Dimension sind, lineare Räume bilden. Struik. 

Blaschke, W.: Über affine Differentialgeometrie. Bull. Soc. Math. Grece 19, 
18—24 (1938) [Griechisch]. 

Ehresmann, Charles: Sur les arcs analytiques d’un espace de Cartan. C. R. Acad. 
Sci., Paris 206, 14331436 (1938). 

Demonstration du theor&me suivant: Dans un espace de Cartan analytique on 
peut faire passer un arc analytique par un nombre fini de points arbitraires, donnes 
dans un certain ordre. — Le cas particulier d’une variete a connexion affine analytique 
a et& trait€ par T. Y. Thomas [Ann. of Math. 38, 120 (1937); this Zbl. 16, 327]. Voyez 
aussi le cas de la variet€ analytique d’un espace euclidien trait& par H. Whitney 
(ib. p. 809; this Zbl. 17, 428). Struik (Cambridge, Mass.). 

Bell, P. 0.: Covariant configurations related to analytie eurved surfaces. Duke math. 
J. 4, 590—599 (1938). 

L’A. commence par rappeler un resultat — obtenu auparavant par lui-m&me 
(ce Zbl. 12, 86), et faisant intervenir les directrices de Wilczynski et les arr&tes de 
Green — concernant le point = y.— &yu— By + &ßy qu’on peut associer & 
deux points 0 = y„— ßy et o=y,— xy choisis arbitrairement sur les tangentes 
asymptotiques au point y d’une surface y= y(u, v) de l’espace ordinaire (rapportee 
aux lignes asymptotiques). D’ici il tire une construction par projections et sections 
de la projectivite qui passe entre un faisceau de droites appartenant au plan tangent 
en y & ladite surface, et son r&ciproque par rapport au faisceau des quadriques de 
Darboux relatif & y. Apres il caracterise geometriquement la lieu des points 7 qui 
correspondent aux couples de points decoupees sur les tangentes asymptotiques en % 
par les droites du 1° faisceau canonique, et il assigne des nouvelles proprietes de la 
quadrique de Wilezynski. Enfin il considere une correspondance qui — & une courbe 
donnee sur le plan tangent en y — associe invariantivement deux autres courbes du 
m£me plan, et il approfondit cette correspondance dans deux cas particuliers. 

Beniamino Segre (Bologna). 

Lee, Hwa-Chung: On the projeetive theory of spinors. Compositio Math. 6, 
136—152 (1938). 

The three fundamental spinors of projective relativity are derived by considering 
a 6-dimensional Euclidean space, in correspondence with a 4 dimensional spin space E,, 
in accordance with a method given by Schouten-Haantjes [Ann. Scuola norm. super. 
Pisa 4, 175 (1935); dies. Zbl. 12, 125]. The totality of bivectors vÄ# in E, constitutes 
an E, with equation of reference: 

vr — bye unv®, 0,ß,.=0,1...,5; 4,B=1,...,4. 


nete Richtungen besitzt, ist, daß D den Rang 
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The relation is established 

zen A® = g*Pan, (A) 
whete 9° is a fundamental tensor introduced into the Z,, 5 is the unit spinor of the 
E, and x°48B —g4B0Dya,,, g4B°P being the skew spinor of the E, for which 
g!2#4— 4}. Then the theorem is proved that, if y® 42» x: 4 are any two solutions 


of (A), and Det (x*,z) = Det (a* y: 3)» there exists a spinor S?, of unit determinant 
satisfying the equation ° 

Kan = 0XtcnStı8° 5 (=-+])). 
I£ Det (x*% 45) = — Det (2° y ») ‚ there exists a spinor Si, of unit determinant satis- 
fying 2 

74% Ki Er ScaSp»- 


This allows us to prove the existence of the first fundamental spinor. 245, or 43 by. 
means of: Yeas= oo a9? e=-)) 
135 = ax? oca@p5 .=+D)), 
where e = +1 = sign Det (9.5). The second spinor ri? is introduced to adapt this 
theorem to projective relativity [Schouten, Z. Physik 81, 409 (1933); this Zbl. 6, 376], 
and then the third fundamental spinor is defined by 
Qus= tr: (= -—]) 
oil, = ri wr5 (= +1). 
With tke aid of special spinvectors in the Z, we find the numbers of Dirac. The 
paper ends with some isomorphisms between the Z, and the local space-time R,. 
Siruik (Cambridge). 

Narlikar, V. V.: A note on Riemannian tensors. Philos. Mag., VII. s. 26, 390—394 
(1938). 

The tensor equation 7;,= 0 can be represented by a scalar equation 7,, 77 = 0. 
These two equations are however only equivalent when 7,, is real and g;, is definite 
(therefore not in space time). A tensor is represented by a vector in a space of higher 
dimension. The transformation of these vectors is discussed. J.Haantjes (Amsterdam). 

Coburn, Nathaniel: A new approach to Kron’s work. J. Math. Physics, Massachusetts 
Inst. Technol. 17, 112—122 (1938). 

The paper deals with the transformatiou of the paths in Riemannian space which 
represent the behaviour of rotating electrical machines (cf. G. Kron, this Zbl. 9, 424). 
The argument is obscure. J. L. Synge (Toronto). 

Potter, Robert: Sur les espaces & eonnexion afline et les espaces riemanniens g&nera- 
lisee. C. R. Acad. Sci., Paris 207, 27—29 (1938). 

Les geodesiques d’un espace & a connexion affine sont representees dans. un 
espace E de Banach. Une connexion riemannienne y est introduite, et plus une 
courbure riemannienne X y est definie. Parmi les th&or&ämes &nonc&s pour le. cas 
K<0ou_K=0 nous citons: Deux geodesiques quelconques 9 et I' ou bien ont une 
perpendiculaire commune et une seule, ou bien sont telles que la distance d’un point 
de l’une 9 a l’autre /’ tende vers une limite finie, quand le point s’€loigne ind£fini- 
ment sur 9 (9 est parallele a /'). Si & est complet toute geodesique est indefiniment 
prolongeable et il existe deux parallöles & une g&od&sique donnee passant par un point 
donn& et deux seulement. Struik (Cambridge, Mass.). 

Schmid, W.: Über Dreiecksnetze aus Berührungskegelsehnitten einer ebenen Kurve 
vierter Ordnung. Mh. Math. Phys. 47, 27—839 (1938). 

In Fortsetzung einer früher referierten Arbeit (dies. Zbl. 16, 179) untersucht der 
Verf. Kegelschnitt-Dreiecknetze, die sich nicht durch eine quadratische Transformation 
in ein geradliniges Dreiecknetz überführen lassen. Es handelt sich um Netze, deren 
Kegelschnitte eine allgemeine ebene Kurve 4. Ord. k viermal berühren und die auf 
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der doppelt überdeckten Ebene von %k reine Dreiecknetze (Sechseckgewebe im Sinne 
von W. Blaschke) bilden. Mit Hilfe von räumlichen Überlegungen (Übertragung auf 
eine Fläche 3. Ord., die k zum scheinbaren Umriß hat) werden die notwendigen und 
hinreichenden Bedingungen für solche drei Systeme von Berührungskegelschnitten 
der k abgeleitet, aus denen sich Dreiecknetze von der genannten Art herstellen lassen. 
Zum Schluß werden Sonderfälle besprochen, bei denen k eine Steinersche Hypozykloide 
oder eine Boothsche (insb. Bernoullische) Lemniskate ist. J. L. Krames (Graz). 

Sabiroff, M. A.: A propos de P’article de B. D. Kaminsky. ©. R. Acad. URSS, 
N.s. 19, 671 (1938). 

Es wird gezeigt, wie sich die in dies. Zbl. 19, 82 ref. Ergebnisse von Kaminsky 
leicht aus bekannten Resultaten ableiten lassen, und zwar z. T. in verschärfter Form. 

W. Feller (Stockholm). 

Blaschke, W.: Über topologische Differentialgeometrie. Bull. Soc. Math. Grece 

19, 25—31 (1938) [Griechisch]. 


Topologie: 

Rham, 6. de: Über mehrfache Integrale. Abh. math. Semin. Hansische Univ. 
12, 313—339 (1938). 

Zwei Vorträge. Der erste, „‚Über mehrfache Integrale und Topologie‘, gibt eine 
Übersicht über die Sätze und Begriffe der These des Verf. (dies. Zbl. 2, 55), wobei der 
neue Begriff des alternierenden Ringes eingeführt wird und gezeigt wird, daß die Diffe- 
rentialformen und die Integrationsfelder zwei zueinander duale alternierende Ringe 
bilden, die beide in dem umfassenderen Ring der „Strömungen“ (vgl. dies. Zbl. 15, 85) 
eingebettet sind. Der zweite Vortrag, „Über mehrfache Integrale in Riemannschen 
Räumen“, behandelt 1. die Sätze von Hodge über harmonische Integrale; 2. die aus 
ihnen folgenden Sätze von Cartan über Integralinvarianten; 3. die Sätze von Cartan 
über eine Hermitesche Metrik im komplexen projektiven Raum und eine darauf be- 
zügliche Ungleichung von Wirtinger (dies. Zbl. 15, 76). van der Waerden (Leipzig). 

Alexandroff, P., und V. Niemytzki: Der allgemeine Metrisationssatz und das Sym- 
metrieaxiom. Rec. math. Moscou, N.s. 3, 663—671 u. deutsch. Zusammenfassung 
671—672 (1938) [Russisch]. 

Une fonction non negative o(p,g) d’un couple de points p,q (la metrique gene- 
ralisee) s’appelle une metrique syme£trique, lorsqu’elle ne satisfait qu’aux lois d’identite 
et de symetrie; elle s’appelle une metrique tout court, lorsqu’elle satisfait en outre 
& la loi du triangle. Une suite {R„} de recouvrements d’un espace topologique E par 
des ensembles ouverts est dite complete, lorsque p&E U,U,... ou U„E R,„ entraine 
l’existence, pour tout U ouvert contenant p, d’un n tel ue pyEU„CU. SiE est 
un T,-espace compact, l’existence dans # d’une {R,„} complete &quivaut & la possi- 
bilit& d’y introduire une metrique. Si EZ n’est qu’un T,-espace, la möme condition 
n’equivaut qu’& la possibilite d’y introduire une metrique symetrique qui satisfasse 
en outre & la condition de Cauchy pour chaque suite convergente de points. La 
question reste ouverte si une telle metrique est toujours possible dans les T,- et T,- 
espaces E avec une metrique symetrique. Les exemples des auteurs montrent qu’elle 
peut ne pas &tre possible dans un E qui est un T,-espace sans &tre un T',-espace, mais 
qu’elle peut ötre possible dans un T,-espace qui n’est pas un T,-espace, dans un T7,- 
espace qui n’est pas un T,-espace et m&me — ce qui est fort remarquable — dans 
un T,-espace qui n’est pas metrisable. La terminologie selon Alexandroff-Hopf, 
Topologie I (ce Zbl. 13, 79). B. Knaster (Warszawa). 

Eilenberg, S., et E. Otto: Quelgues proprietes caracteristiques de la dimension. 
Fundam. Math. 31, 149—153 (1938). 

Es werden folgende notwendige und hinreichende Bedingungen aufgestellt, damit 
ein metrischer separabler Raum R die Menger-Urysohnsche Dimension <n hat: 1. Es 
gibt in R eine Basis (d.h. ein abzählbares, aus offenen Mengen bestehendes unbe- 
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schränkt feines Überdeckungssystem) derart, daß die Durchschnitte vonjek<n+1 
ihrer Begrenzungen eine Dimension <n— k haben. 2. Sind Ay; Ar Anzı und 
B},:.., Ba+ı abgeschlossene Teilmengen von R mit 4B;=0, so gibt es in R ein 
System offener Mengen @,, . . -, @„+1 derart, daß 4,c@, BG; =0 ‚und der Durch- 
schnitt ihrer Begrenzungen leer ist #=1,...,n + 1). — Diese Bedingungen werden 
außerdem in verschiedenen Richtungen verallgemeinert. B. Knaster (Warszawa). 

Kampen, E. R. van: Invariants derived from looping coeffieients. Amer. J. Math. 
60, 595—610 (1938). 

In an orientable n-manifold two zero-divisors in general position, a k-cycle a such 
that xa bounds a (k+1)-chain c and an (n— k— 1)-cycle b, have a looping coefficient 
L(a, b) = S(c, b)/&, where S(c, b) is the intersection number of candb. Un=2k+1 
the problem arises: In which cases is it possible through these looping coefficients 
alone to conclude that two n-manifolds with isomorphic homology groups are not 
homeomorphic? For k even the problem was solved by de Rham [J. de Math., 
IX. s. 10, 115—200 (1931); this Zbl. 2, 55]. For k odd and zero-divisors whose order- 
is not a power of p = 2 the problem was solved by Seifert [8.-B. preuß. Akad. Wiss. 
H. 26/29, 811-828 (1933); this Zbl. 8, 181]. Here the author treats the case k odd 
without the restrietion p different from 2. He obtains normal forms for the matrices 
which determine the looping coefficients in terms of chosen bases for the k-dimensional 
zero-divisors. Computations for known 3-dimensional manifolds exhibit all these normal 
forms. A. W. Tucker (Princeton). 

Erdös, P., T. Grünwald und E. Väzsonyi: Über Euler-Linien unendlicher Graphen. 
J. Math. Physics, Massachusetts Inst. Technol. 17, 59—75 (1938). 

König (Theorie der Graphen, p. 31) posed the problem: When does a denumerably 
infinite graph @ contain an Euler line (a chain Z extending infinitely in both directions 
and containing each edge of @ exactly once)? The authors obtain these necessary and 
sufficient conditions: (7,), @ is connected; (7,), @ contains no vertex of odd order; 
(E,), f g is any finite subgraph of @, @ — g has at most two infinite components; 
(E,), I£ all vertices of a finite g have in g the same, even, order, then @ — g has only 
one infinite component. Necessary and sufficient that @ contain an Euler line infinite 
in one direction are the conditions: (T,); (7T*), @ contains a vertex ot either infinite 
or odd order, and at most one vertex of odd order; (E) each @ — g with g finite has at 
most one infinite component. The proof that these sets of conditions are sufficient 
depends in each case on removing a finite chain 2 containing a specified edge, adding 
to z all finite components 0, of @—z, applying the known finite methods to g’ =2+ DC;, 
and finally showing that the remaining portions of @ can be suitably attached to the 
Euler line of 9’ in virtue of the essential conditions (EZ). For this argument it suffices 
to assume weakened forms of (E,) in which the finite g is only a chain or circuit con- 
taining a fixed vertex. — Applications: the existence of an Euler line for the lattice 
of n-space, conditions for the existence of a finite number of lines covering @; and the 
theorem that @ has aZ containing each edge exactly twice if and only if (7,) and (Z) hold. 

MacLane (Cambridge, Mass.). 

Baebler, F.: Über die Zerlegung regulärer Streckenkomplexe ungerader Ordnung. 
Comment. math. helv. 10, 275—287 (1938). 

A graph @ is regular of order n if each vertex is on exactly n edges, and is decom- 
posed into two regular factors H,, H, if H, and H, are regular subgraphs of @, each 
including all vertices of @, such that every edge of @ appears in just one of H dei: 
The author proposts the striking theorem: a finite, connected regular graph @ of odd 
order » which cannot be disconnected by the removal of less than o edges (0 >1) can 
be decomposed into two regular factors, one of which has an even order equal to e 
ore—1. Forn=3, g=2, this statement is the essential portion of Petersen’s 
theorem. The proof inductively transforms a factor H, of order 2p, (?o,< e—l 
into a new factor of order two greater. First each vertex of G isreplaced by a “triangle” 
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of three vertices, and the resulting graph is factored. If a circuit C consists of alternate 
red and black edges (i. e., edges of H, and H,, resp.), all edges of C can be recolored, 
as in Petersen’s proof. That sufficient C exist is shown by an enumeration of edges 
in a properly collapsed graph. — Unfortunately, many details of proof are stated 
sketchily. Thus, the peculiarities of the special case n— 20, — 2=3 are left to 
the reader’s intuition. An edge I, is used on p. 280, 1. 30 without an adequate proof 
of its existence. A class M, of paths, introduced on p. 280, might be interpreted 
ambiguously, as paths of <m steps, or as paths of any number of steps. On p. 283, 
1.3 from bottom, two vertices Nos. 2 and 3 of a triangle are said to be joined by at most 
0,+2 edges to vertices other than a certain R-vertex, although the Fig. I. shows ver- 
tices Nos. 2 and 3 with 5 = o, + 3 edges which might join them to such other vertices. 
MacLane (Cambridge, Mass.). 

Grünwald, Tibor: Ein neuer Beweis eines Mengerschen Satzes. J. London Math. 
Soc. 13, 188—192 (1938). i 

The theorem of Menger in question states that if the distinct vertices a and 5 
of a connected graph @ are not joined by an edge and if a and b can be disconnected 
by the removal of p, but no fewer vertices, then a can be joined to b by p independent 
chains (i.e., chains having only the end vertices in common) (K.Menger, Kurventheorie. 
pp: 96—115). The author’s new proof does not use induction (as in proofs by D. König, 
Theorie der Graphen. p. 244, or G. Hajos, this Zbl. 9, 182), hence applies to infinite 
graphs. The new proof treats “attainable” points; if A,,..., An are n independent 
chains joining a to b, a vertex c is attainable if there is a sequence of chains B,,...., Bm 
having only end vertices in common with the A’s, such that B, starts at a, B,, ends 
at c, and the last vertex of each B,; follows the first vertex of B;,, on some one of the 
given chains A. If b is so attainable, the chains B can be used to construct n +1 
independent chains; if not, the n furthest attainable points on the A; separate a from b. 

MacLane (Cambridge, Mass.). 

Richardson, M., and P. A. Smith: Periodie transformations of complexes. Ann. of 
Math., II.s. 39, 611—633 (1938). 

Let T be a homeomorphism of a space K into itself of period m; for the most 
part K is a simplicial complex and T maps simplexes into simplexes. A polynomial 
e=o(T) with coefficients from a given ring serves as a linear operator acting on 
the chains cf K with coefficients from the same ring; for the most part o(7) = 
1+7+..-. +4 T”-lor1-— T, and the given ring istthe ring of integers or of residues 
mod m. Calling a chain X such that 0X =0 a “o-chain”, the authors obtain much 
detailed information concerning “special” homology groups such as H%, the group 
of h-dimensional o-cycles modulo the subgroup of those which bound o-chains. Work- 
ing mod Z, the part of X fixed under 7, they likewise treat groups H%”. The groups 
H?%, H$” are “type invariants”, i.e. they would be the same for 7, = Tr"! where r 
is any simplicial homeomorphism of K into itself. The restrietion that T and r be 
simplicial homeomorphisms may be eliıninated in many cases by additional topological 
(as distinguished from combinatorial) considerations, not here given [but see Smith, 
Ann. of Math., II. s. 39, 127—164 (1938); this Zbl. 18, 332; and Richardson, Proc. 
Nat. Acad. Sci. U.S.A. 24, 21-23 (1938); this Zbl. 18, 239]. Other type invariants 
considered are (1) the automorphisms of the ordinary homology groups H, of K in- 
duced by T and its powers, and (2) the subgroups A, of H, consisting of the homo- 
logy classes C such that 0!C = 0 where g =1 — T. Using the ring of residues modulo 
a prime m, the authors obtain relations between the above type invariants and the 
homology groups of the “modular” space of K under T, i.e. the space k of non-ordered 
sets {z, Ta,..., 7*-!x}, x a point of K, topologized in natural fashion. They then 
turn to the particular case in which k is an m-fold cyclic product. For prime m they 
determine completely the mod m homology groups of any m-fold cycelic product k, 
and also the special homology groups mod m of the direct m-fold product X under 
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the cyclic transformation T which produces k. They finally treat a generalization 
in which the complex K, though not a direct product, takes a form to which the preced- 
ing analysis of cyclic products carries over even with m composite. 4A. W. Tucker. 

Bebutov, M.: Un th&or&me sur les complexes simplieiaux. C. R. Acad. Sci. URSS, 
N.s. 19, 347—348 (1938). 

Two simplicial complexes are called reciprocal if their simplexes can be put 
into (1, 1) correspondence in such a way that if x is a face of y in one, then /(y), — 
the simplex corresponding to y — is a face of f(x) in the other. The author shöws 
that if the n-complex K,„ admits a reciprocal, then for n—= 1, K must consist of one 
or more disjoint simple closed polygons and for n >1, K must consist of one or more 
disjoint complexes each isomorphic to the boundary of an (n + 1)-simplex. In both 
cases K is of course self-reciprocal. Smith (New York). 

Pontryagin, L.: A elassifieation of eontinuous transformations of a complex into 
a sphere. II. C. R. Acad. Sci. URSS, N.s. 19, 361—363 (1938). 

This is a continuation of the author’s paper (see this Zbl. 19, 88) concerning con- 
tinuous transformations of complexes into spheres. Proofs are sketched for the follow- 
ing theorems, first announced in 1936 at the Oslo Congress. (1) There exist exactly 
two classes of transformations of an S, (4-sphere) into an S,. (2) ln > 3, there exists 
only one class of transformations of an S,„;s into an S„. — By defining an addition 
for two transformations of an S,,; into an S,„ and denoting the abelian group thus 
formed by PX, (1) and (2) are equivalent respectively to the statements that P$ is 
of order 2 and P& (n>3) is of order 1. The author asserts that frrn>k +2, Pf is 
always isomorphic to Pi*?. Smith (New York). 

Borsuk, K.: Sur certaines eonstantes lies avee les elasses des transformations 
des surfaces sphöriques en soi. ©. R. Soc. Sci. Varsovie 31, 7—12 (1938). 

Es sei ö,„,m die untere Grenze aller Zahlen d mit der Eigenschaft, daß für die n- 
dimensionale Einheitssphäre 8, eine eindeutige, stetige Abbildung @ auf sich vom 
Grade m existiert, für welche jede Tranche E(o(@) = p) einen Durchmesser <d hat. 
Verf. zeigt: I. Ist m gerade, so ist ö,,m = 2. II. Ist m ungerade, so ist 6, m S 2 008,” 


In +2 
und falls m # +1 ist, &, m > in 


; speziell ist d,,—.—2 0085” für ungerades m. 


Nöbeling (Erlangen). 

Nakasawa, Takeo: Über die Abbildungskette vom Projektionsspektrum. Sci. Rep. 
Tokyo Bunrika Daigaku A 3, 205—216 (1938). 

Der Homöomorphiesatz von Alexandroff [Ann. of Math. 2, 30 (1928)] charak- 
terisiert die Homöomorphie zweier kompakter topologischer Räume A und B durch 
simpliziale Abbildungen der Projektionsspektren von A und B aufeinander. Verf. 
charakterisiert nach Verfeinerung der Alexandroffschen Begriffsbildungen die ein- 
deutigen, stetigen Abbildungen von A auf bzw. in B; es ergibt sich dadurch ein ein- 
facherer Beweis des Homöomorphiesatzes. Die verwandten Mittel liefern auch einen 
neuen Beweis für den Satz von Borsuk, daß der durch den Abstand 


e(h,g) = Maxo (fa), 9(x)) 


metrisierte Raum aller eindeutigen stetigen Abbildungen von A in B separabel ist. 
[Fundam. Math. 17, 165 (1931); dies. Zbl. 3, 27]. Nöbeling (Erlangen). 

Vaughan, H. E.: On the class of metries defining a metrisable space. Bull. Amer. 
Math. Soc. 44, 557—561 (1938). 

A, B,C, D designent respectivement les proprietes: compacite, compacite locale 
avec separabilite, separabilite, @3 absolu. M,, M., Mz et M. designant les classes 
des metriques d’un espace E, en lesquelles E est respectivement borne, complet, totale- 
ment borne et totalement complet, la classe M de toutes les mötriques de Z se de- 
compose en sommandes disjoints M— M,— M,., M»— Mr» — M,M, etc. L’auteur 
£tablit 1° des &quivalences entre l’&vanouissement de chaque sommande considere 
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de M et certaines combinaisons logiques des proprietes A, B,; C et D, 2° des &qui- 
valences entre chacune des proprietes en question de E et l’&vanouissement de certaines 
combinaisons algebriques des sommandes de M, 3° des relätions logiques entre les 
€vanouissements des sommandes consideres. — Cf. aussi ce Zbl. 17, 330. Braun. 


Mechanik. 
Allgemeines: 

Rosenauer, N.: Ein graphoanalytisches Verfahren zur Bestimmung des Besehleuni- 
gungspoles und der Beschleunigungspolkurven der ebenen Bewegung. Z. angew. Math. 
Mech. 18, 136—138 (1938). 

Aus den bekannten Eigenschaften der Beschleunigung der Punkte einer starren, 
ebenen Scheibe werden die Koordinaten des Beschleunigungspols in der. beweglichen 
und festen Ebene ermittelt und die Ergebnisse für die Schubkurbelbewegung mit 
gleichförmigem Antrieb ausgeführt. Th. Pöschl (Karlsruhe)., 

Jouguet, Emile: Sur la stabilit& s&eulaire quand les forces positionnelles n’admettent 
pas de potentiel. ©. R. Acad. Sci., Paris 207, 267—270 (1938). 

Let a dynamical system be subject to forces of positional, gyroscopic, and viscous 
types. If the positional forces are derivable from a potential, ‘the viscosity cannot 
affect the stability or instability of a position of equilibrium; but when there is no 
potential, viscosity can stabilise an unstable position of equilibrium; and in certain 
circumstances, there can be small oscillations which do not disappear by damping. 
The author shows that similar results can be obtained in problems relating to the stability 
of motion. Whittaker (Edinburgh). 

Stevenson, A.C.: Flexure with shear and associated torsion in prisms of uni-axial 
and asymmetrie eross-seetions. Philos. Trans. Roy. Soc. London A 237, 161-229 
(1938). 

Das Problem der Schubspannungsverteilung im durch Einzellast gebogenen Balken 
von konstantem Querschnitt wurde von Saint-Venant auf ein Randwertproblem für 
ebene harmonische Funktionen zurückgeführt und für den kreisförmigen, elliptischen 
und rechteckigen Querschnitt sowie einige weitere Querschnittsformen, welche zwei 
Symmetrieachsen besitzen, gelöst. Später wurden auch für Querschnitte, die nur eine 
Symmetrieachse aufweisen, Lösungen angegeben (Young, Elderton, Pearson, 
Seegar, Timoshenko, C. Weber, E. Trefftz u.a.). Verf. benutzt die Grund- 
gleichungen von St. Venant, geht auf komplexe Funktionen über und stellt mit 
Hilfe von 6 Funktionen ein allgemeines Lösungsschema für völlig unsymmetrische 
Querschnittsformen auf. Da sich auch die Randbedingungen mittels komplexer Schreib- 
weise in einfacher Form darstellen, hat dieser Lösungsweg den Vorteil einer wesent- 
lichen Abkürzung der Rechnung. Eine Lösung des allgemeinen Biegungsproblems kann 
nur dann als vollständig angesehen werden, wenn außer der Spannungsverteilung ent- 
weder auch die zugehörige Verdrehung oder die Koordinaten des Schubmittelpunktes 
bestimmt sind (ebenso wie bei einer vollständigen Lösung des Torsionsproblems auch 
das Torsionsmoment angegeben werden muß). Verf. gibt daher bei sämtlichen be- 
handelten Beispielen die in diesem Sinne vollständige Lösung an, indem er die auf- 
tretenden Konstanten zu den äußeren Kräften in Beziehung setzt. Die mit der Biegung 
als Begleiterscheinung auftretende örtliche Verdrehung und die Koordinaten des Schub- 
mittelpunktes werden dabei auf die Ermittlung von 6 Integralen zurückgeführt. Da 
die Verdrehung allgemein angegeben wird (d.h. bei beliebiger Lage der Querkraft) 
und andererseits die Integrale einzeln bestimmt werden, ist damit in jedem Falle 
zugleich auch die Lösung des Torsionsproblems angegeben. — Durch Umwandlung 
der Flächen- in Randintegrale hat E. Trefftz gezeigt [Z. angew. Math. Mech. 15, 
220 (1935)], daß die Ausdrücke für die Koordinaten des Schubmittelpunktes von der 
Poissonschen Konstanten unabhängig werden. Verf. gibt jedoch bei sämtlichen be- 
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handelten Beispielen als Ergebnis der Rechnung Ausdrücke an, die von der Poisson- 
schen Konstanten abhängen und damit im Widerspruch zu dem Ergebnis von Trefftz 
stehen. H. Neuber (Braunschweig)., 

Demidoviteh, B.: Sur eertaines conditions suffisantes pour Vexistenee d’un in- 
variant intögral. Rec. math. Moscou, N.s. 3, 291—309 u. franz. Zusammenfassung 
309—310 (1938) [Russisch]. 

Verf. beweist folgenden Satz: Man betrachte eine stationäre Strömung auf einer 
Teilmenge des Euklidischen E*. Sie soll gewissen allgemeinen Stetigkeitsforderungen 
genügen. Als wesentliche Einschränkung wird vorausgesetzt, daß fast alle Bahnen 
periodisch sind. Dann besitzt die Strömung eine endliche, positive Integralinvariante. 

E. Hopf (Leipzig). 

® Yvon, J.: Recherches sur la th&orie einötique des liquides. Pt. 1. Fluetuations 
en densit&. (Actualitös seient. et industr. Nr. 542. Thöories m&can. [Hydrodyn.-Acou- 
stique.] Exposös publies par Y. Rocard. VII.) Paris: Hermann & Cie. 1937. 65 pag. 
Fres. 18.—. 

@ Yvon, J.: Recherches sur la theorie einötique des liquides. Pt.2. La propa- 
gation et la diffusion de la lumidre. (Actualitös seient. et industr. Nr. 543. Theories 
me6can. [Hydrodyn.-Acoustique.] Expos&s publies par Y. Rocard. VII.) Paris: Her- 
mann & Cie. 1937. 75 pag. Fres. 18.—. 

Im ersten Teil der vorliegenden Monographie wird die Theorie der Dichteschwan- 
kungen in Flüssigkeiten und der Konzentrationsschwankungen in Flüssigkeitsgemischen 
auf Grund der kinetischen Theorie der Flüssigkeiten unter bestimmten Voraussetzungen 
entwickelt und im zweiten Teil wird die hiedurch bewirkte Erscheinung der Licht- 
zerstreuung in Flüssigkeiten eingehend theoretisch behandelt. Es wird vorausgesetzt, 
daß die Flüssigkeitsmoleküle einatomig und kugelförmig und optisch isotrop seien 
und daß die Wechselwirkungsenergie je zweier Moleküle eine Funktion der Entfernung r 
ihrer Mittelpunkte ist, die verschwindet, wenn r größer ist als die molekulare Wirkungs- 
sphäre und unendlich groß wird, wenn r kleiner ist als der Moleküldurchmesser. Es 
wird ferner die klassische statistische Mechanik von Gibbs zugrunde gelegt und an- 
genommen, daß sich die betrachteten Systeme im thermodynamischen Gleichgewicht 
befinden. Insbesondere werden die Dichteschwankungen in der Umgebung des kri- 
tischen Punktes und die Konzentrationsschwankungen in der Nähe des kritischen 
Mischungspunktes eingehend behandelt. Die Ursache dafür, warum im kritischen 
Punkte selbst die bekannten Formeln ihre Gültigkeit verlieren, wird dem Umstande 
zugeschrieben, daß die Flüssigkeit in diesem Falle auch beim Vorhandensein eines 
noch so kleinen äußeren Kraftfeldes nicht mehr homogen sein kann. Es wird daher 
die Theorie der kritischen Schwankungen in einem homogenen Kraftfeld (z.B. dem 
Schwerefeld) ausgeführt. Im zweiten Teil wird zunächst für eine einatomige, nicht- 
polare Flüssigkeit unter der Voraussetzung der Gültigkeit der klassischen Elektro- 
dynamik und Optik die Theorie der Dielektrizitätskonstanten und der Lichtbrechung 
entwickelt. Hieran schließt sich die Behandlung der Lichtzerstreuung, wobei auf die 
Wellenlängenänderung durch den Ramaneffekt einerseits und durch den Dopplereffekt 
infolge der thermischen Molekularbewegung anderseits keine Rücksicht genommen 
wird. Es zeigt sich, daß das Tyndallstreulicht in solchen Flüssigkeiten, in denen die 
Wechselwirkungsenergie der Moleküle beträchtlich ist, aus zwei Bestandteilen zusam- 
mengesetzt erscheint, und zwar aus einem, der vollkommen polarisiert und dessen 
Intensität winkelabhängig und einem zweiten, der vollkommen depolarisiert und rich- 
tungsunabhängig ist. Es werden Formeln für die Intensität und den Depolarisations- 
grad in Abhängigkeit von der Wellenlänge und dem Streuwinkel abgeleitet. Vergleiche 
mit den bekannten Versuchsergebnissen werden angestellt, doch sind diese derzeit 
noch zu lückenhaft, als daß eine Entscheidung über die Zuverlässigkeit der Theorie 
und ihre Tragweite möglich wäre. Fürth (Prag). 


